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Оптимальная оценка состояния 
производственного оборудования 
на основе анализа рекламаций 
Целью исследования является разработка методов оптимальной 
по критерию максимального правдоподобия оценки неизвестных 
неслучайных факторов, влияющих на качество производствен-
ного оборудования, а также случайных факторов по критерию 
минимума среднеквадратической ошибки на основе обработки 
информации, связанной с поступившими рекламациями с приме-
нением математической теории случайных точечных процессов 
и теории статистических решений. 
Метод исследования состоит в применении известной гипоте-
зы о распределении времени наработки на отказ технических 
систем в виде экспоненциального распределения, зависящего 
от функции интенсивности отказов.  Использован тот 
факт, что соответствующее распределение числа отказов 
распределено по пуассоновскому закону с этой же функцией 
интенсивностей отказов. Сделано предположение о том, что 
функция интенсивностей зависит не только от времени, но 
и от совокупности неизвестных неслучайных параметров, 
или от случайных параметров.  Подчеркивается, что такие 
факторы могут отражать обобщенное состояние технической 
системы, а информация об этом может быть заключена в 
фактах предъявления рекламаций на продукцию. Поставлена 
задача оптимальной оценки параметров, от которых зависит 
функция интенсивности отказов. Поскольку в данной поста-
новке задачи обработке доступны только факты предъявле-
ния рекламаций, а также времена их предъявления, то для 
оптимальной оценки неслучайных параметров применен метод 
максимума функции правдоподобия, а для случайных – опти-
мальный фильтр Калмана. Рассмотрена задача оптимальной 
оценки неизвестных параметров с мультипликативно сепара-
бельной функции интенсивности отказов, т.е. такой, которая 
представима в виде произведения отдельно функции времени 
и функции вектора неизвестных параметров. Показано, что 
для такой функции задача оптимальной оценки сводится к 

задаче оценки одного скалярного параметра, масштабирую-
щего функцию времени. Известный алгоритм Калмана для 
непрерывных параметров применен для случая наблюдаемого 
процесса в виде числа событий предъявления рекламация и 
времен их появления. Примеры оценки как неизвестного, так 
и случайного фактора, приведены для единых реальных данных 
о пороках ткани, и подтверждают работоспособность алго-
ритмов и их применимости для простейших оценок состояния 
производственного оборудования.
Новыми результатами исследования являются постановка 
задачи исследования функции интенсивности отказов, завися-
щей от совокупности неизвестных неслучайных или случайных 
параметров, применение методов максимального правдоподобия 
и алгоритма Калмана для оптимальной оценки этих параме-
тров, а также доказательство утверждения о том, что для 
сепарабельной функции интенсивностей отказов оптимальная 
оценка неслучайных параметров сводится к оценке скалярной 
величины, масштабирующей зависящую от времени функцию 
интенсивности.
В заключении указывается, что примеры оценки факторов, 
влияющих на функцию интенсивности отказов, подтверждает 
работоспособность алгоритма и его применимости для простей-
ших оценок состояния производственного оборудования. Отдель-
ной задачей является разработка аналитических выражений для 
функции интенсивности отказов, зависящей от параметров, 
а также методов сравнения оценок, полученных различными 
методами. Решение этих задач позволит разработать методы 
уточнения состояния производственного оборудования.

Ключевые слова: надежность технических систем, функция 
интенсивности отказов, экспоненциальное распределение, 
пуассоновский процесс, оценка максимального правдоподобия, 
алгоритм Калмана.

The purpose of the study is to develop methods for optimal estimation 
of unknown non-random factors affecting the quality of production 
equipment by the criterion of maximum likelihood, as well as 
random factors by the criterion of minimum standard error based 
on the processing of information related to claims received using the 
mathematical theory of random point processes and the theory of 
statistical solutions.
The research method consists in applying the well-known 
hypothesis about the distribution of operating time for failure 
of technical systems in the form of an exponential distribution 
depending on the failure rate function. The fact is used that the 

corresponding distribution of the number of failures is distributed 
according to the Poisson law with the same function of failure 
rates. It is assumed that the intensity function depends not only 
on time, but also on a set of unknown non-random parameters, 
or on random parameters. It is emphasized that such factors 
may reflect the generalized state of the technical system, and 
information about this may be contained in the facts of product 
claims. The task of optimal estimation of the parameters on which 
the failure rate function depends is set. Since in this formulation 
of the problem, only the facts of filing claims, as well as the times 
of their presentation, are available for processing, the maximum 
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likelihood function method is used for optimal estimation of non-
random parameters, and the optimal Kalman filter is used for 
random parameters. The problem of optimal estimation of unknown 
parameters from a multiplicatively separable failure rate function, 
i.e. one that is representable as a product of a separate function of 
time and a vector function of unknown parameters, is considered. 
It is shown that for such a function, the optimal estimation problem 
is reduced to the problem of estimating a single scalar parameter 
that scales the time function. The well-known Kalman algorithm 
for continuous parameters is applied to the case of the observed 
process in the form of the number of claims’ events and the time 
of their occurrence. Examples of evaluation of both unknown and 
random factors are given for unified real data on tissue defects, and 
confirm the operability of the algorithms and their applicability for 
the simplest assessments of the condition of production equipment.
The new results include the formulation of the problem of studying 
a failure intensity function that depends on a set of unknown non-

random parameters, the application of the maximum likelihood method 
and Kalman algorithm for optimal estimation of these parameters, and 
the proof that for a separable failure intensity function, the optimal 
estimation reduces to the estimation of a scalar quantity that scales 
the time-dependent intensity function. 
The conclusion states that examples of assessment of factors affecting 
the function of the failure rate confirm the operability of the algorithm 
and its applicability for the simplest assessments of the condition 
of production equipment. A separate task is to develop analytical 
expressions for the failure rate function that depends on parameters, 
as well as methods for comparing estimates obtained by different 
methods. Solving these tasks will make it possible to develop methods 
for clarifying the condition of production equipment. 

Keywords: reliability of technical systems, failure rate function, 
exponential distribution, Poisson process, maximum likelihood 
estimation, Kalman algorithm.

Введение

Определению состояния производственного 
оборудования посвящена научная область – те-
ория надежности со своей специфической тер-
минологией. Имеется обширная литература, 
включающая фундаментальные монографии, 
например, А.М. Половко  [1], Б.В. Гнеденко, 
Ю.К Беляев, А.Д. Соловьёв [2], В.А. Острейков-
ский [3], Р.Барлоу, Ф. Прошан [4], В.А. Кашта-
нов, А.И. Медведев [5], в которых детально 
рассматриваются основные аспекты теории. 
Обобщающими работами по теории надежности 
являются ГОСТы, например, [6] и справочники 
по надежности, например, Б.Р. Левин [7].

Дальнейшее развитие теории надежности за-
висит, конечно, от конкретной области приме-
нения ее фундаментальных понятий.

Так, в работе А.А. Яблонский [8] рассмотре-
но функционирование производственных про-
цессов в строительстве как систем массового 
обслуживания с отказами, В.Д. Райзер [9] рас-
сматривает  основные положения вероятност-
ного анализа надежности строительных кон-
струкций. 

А.Н. Чеканов [10], В.С.  Пряников [11] 
И.М. Маликов [12] рассматривали специфиче-
ские методы расчета надежности электронной 
и радио аппаратуры. При этом для изучения 
отказов отдельных элементов радиоаппаратуры 
часто приходится рассматривать физико-хими-
ческие свойства таких элементов.

Особенно интересной и специфической яв-
ляется область изучения надежности программ-
ного обеспечения. Первой монографией на 
русском языке стала книга Г.Д. Майерса [13]. 
В настоящее время эту тему развивают мно-
гие авторы, например, в работе А.С. Кузнецов, 
С.В. Ченцова, Р.Ю. Царева [14] предложен ком-
плекс математических моделей и алгоритмов 
анализа надежности программного обеспечения 
сложных систем с учетом их многоуровневости 
и распределенности архитектуры. 

Анализ работ по теории надежности позво-
ляет сделать общий вывод о том, что ключевым 

при разработке приложений в различных обла-
стях, является расчет надежности элементов со-
оружения, аппаратуры или вычислительной ар-
хитектуры. При необходимости расчета сложных 
неоднородных систем, например, в космической 
технике, используются приближенные методы 
расчета для отказов определенного типа [15].

Между тем, в практике часто возникает не-
обходимость в грубой, но простой оценке теку-
щей надежности, а также изменений надежно-
сти в зависимости от времени. В данной работе 
предлагается возможный подход к решению 
этой задачи с использованием только событий о 
рекламациях, поступающих на изделие. 

Общим в разработке теории надежности яв-
ляется предположение об экспоненциальном 
законе времени Т наработки до отказа

 	
λT ,P(T) = λe−

	 (1)
где λ-положительная величина, называемая ин-
тенсивностью отказов. В теории надежности ве-
личина λ является основной характеристикой, 
имеющей смысл среднего числа отказов за еди-
ницу времени и соответственно, размерность 
[отказ/время] или [1/время].

Применение соотношения (1) предполага-
ет, что отказ является точечным событием или 
появлением точки на временной оси и, таким 
образом, устанавливает связь с математической 
теорией случайных точечных процессов. 

Рассмотрим произвольный интервал времени 
[s, t), такой, что t – s = T и предположим, что 
число точек, появившихся к моментам времени 
t и s равно соответственно N(t) и N(s). Обозна-
чим через N(Т) = N(t) – N(s) число точек, по-
явившихся на этом интервале, а через Р[N(T) = 
n] вероятность того, что это число точек ока-
жется равным n. Таким образом, единственной 
величиной, доступной наблюдению, фиксации, 
анализу, являются точки, моделирующие отка-
зы. В соответствии с общей теорией статисти-
ческих оценок далее будем называть процесс 
появления отказов наблюдаемым процессом.

Хорошо известно, например, В.И.  Тихо-
нов, М.А.  Миронов [16], Donald L. Snyder,  
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Michael I. Miller [17], P.H. Вадзинский [18], что 
экспоненциальное распределение времени (1) 
между точками точечного процесса соответству-
ет пуассоновскому закону распределения числа 
точек n на временной оси:

 	 ( ) ( )n T1
P N T n T e ,

n!

−λ = = λ  	 (2)

и обратно, пуассоновское распределение числа 
точек (2) соответствует экспоненциальному рас-
пределению времени между точками (1).

Если теперь интенсивность отказов зависит 
от времени, то выражение (2) модифицируется 
очевидным образом:

 	

( )

( ) ( )( )n
t t

S S

P N T t s n

1
d exp d .

n!

 = − = = 

 = λ τ τ − λ τ τ  ∫ ∫ 	 (3)

Работы, посвященные теории надежности, 
ограничиваются, как правило, соотношениями 
(2) и (3). 

Сделаем ключевое предположение о том, что 
существует совокупность неизвестных факторов 
x1,…,xn, которые влияют на работоспособность 
технических систем и не зависят от времени. 
Такую совокупность можно представить в виде 
вектора 

1

2

n

x

x

.
.

.

.

x

 
 
 
 

=  
 
 
  

X

Очевидно, что величина X в зависимости от 
постановки задачи, может рассматриваться как 
неизвестная, но неслучайная величина, или как 
случайная.

В данной работе ограничимся только самым 
общим подходом и будем полагать, что вектор 
X влияет на функцию интенсивности обобщен-
ным образом. Соответственно этому предполо-
жению и наблюдаемый процесс, т.е. появление 
отказов будет зависеть от X обобщенным обра-
зом. Такие условия возникают, например, при 
рассмотрении рекламаций потребителей гото-
вой продукции, в которых, как правило, указы-
вается только факт наличия дефекта.

Для учета наличия в постановке задачи век-
тора X введем в рассмотрение функцию интен-
сивности отказов λ(t, X), которая теперь являет-
ся известной функцией времени и переменных 
x1,…,xn.

Появление в описании функции интенсив-
ности фактора X приводит к тому, что характер 
наблюдаемого процесса, т.е. наблюдаемых слу-
чайных величин существенно меняется, так как 
он оказывает влияние на интенсивность появ-

ления точек и, следовательно, на работоспособ-
ность технических систем. Необходимо еще раз 
отметить, что компоненты вектора X не наблю-
даются непосредственно.

Предположение о неслучайности факторов, 
влияющих на интенсивность отказов, определя-
ет и предположение о характере наблюдаемого 
процесса, т.е. процесса, доступного наблюде-
нию, измерению, обработке и т.п. 

Вероятность появление n отказов на протя-
жении времени t-s при условии, что вектор X 
принял конкретное значение, выражается те-
перь обобщением соотношения (3):

 	

( )

( )( )n tt

Ss

P N t,s n

1 λ(τ, )dτ exp , d .
n!

 = = 

 = − λ τ τ   ∫∫

X

X X 	 (4)

Очевидно, что конструирование функции  
λ(t, X) является отдельной задачей и зависит от 
механизмов появления отказов в различных об-
ластях функционирования продукта или изде-
лия.

В выражении (4) вектор X является неиз-
вестным неслучайным параметром вероятност-
ного распределения. Традиционным критерием 
оценки таких параметров является критерий 
максимального правдоподобия. 

Таким образом, постановка задачи в этих 
предположениях формулируется в следующем 
виде.

Необходимо на основании анализа наблюда-
емых данных, представляющих собой последо-
вательность во времени сообщений о дефектах 
(рекламациях) сформировать оптимальную по 
критерию максимального правдоподобия оцен-
ку Xopt вектора X для любого текущего момента 
времени t.

Другим, значительно более содержательным 
может явиться предположение о том, что вектор 
X(t) является случайным процессом, зависящим 
от времени. Теперь функция интенсивности от-
казов λ[t,X(t)] также является случайной, а пу-
ассоновский процесс становится процессом с 
двойной случайностью.

Общая задача оценки случайного процес-
са на основании наблюдения другого, стоха-
стически связанного с оцениваемым процес-
сом, была изучена Р.Л. Стратоновичем [19] и 
Ю.Г. Сосулиным [20], которые заложили осно-
вы теории нелинейной фильтрации. Они пока-
зали, что оптимальной по критерию минимума 
среднеквадратической ошибки является оцен-
ка, представляющая собой условное апостери-
орное математическое ожидание оцениваемого 
процесса. Уравнения для апостериорного мате-
матического ожидания оказались весьма слож-
ными даже для гауссовских процессов. Если 
имеется наблюдаемый пуассоновский процесс с 



Educational Environment

Open education  V. 30. № 1. 2026	 49

двойной случайностью, то искомая оценка при-
нимает вид 

	 Xopt = M[λ[t,X(t)|N(s), 0 ≤ s < t],	 (5)

где через M обозначена процедура вычисления 
математического ожидания по всей доступной 
информации о появлениях точек, включая и 
времена их появления. 

Нетривиальность задачи фильтрации пуас-
соновского процесса заключается в том, что 
наблюдаемые данные представляют собой дис-
кретные события, которые происходят в слу-
чайные моменты времени, а оценке подлежит 
непрерывный процесс. Однако, несмотря на 
эту сложность, разработана общая теория не-
прерывной оптимальной оценки пуассоновской 
интенсивности, основанная на методах теории 
случайных процессов и фильтрации.

Для вычисления оператора (5) необходи-
мо иметь статистические характеристики как 
случайной функции X(t), так и процесса N(s), 
0≤s<t.

В данной работе для простоты ограничимся 
линейными операторами вида (5). Это означает, 
что процесс X(t) определяется линейным диф-
ференциальным уравнением, в правой части 
которого стоит стандартный винеровский про-
цесс, и функция λ[t, (t)] является линейной по 
X.

Теория линейной фильтрации для пуассо-
новских процессов с двойной случайностью 
впервые была изложена в работе J. Grandell [21] 
и систематически представлена в работе Don-
ald L. Snyder, Michael I. Miller [17]. Ниже для 
оценки функции надежности будем пользовать-
ся указанными работами.

Оптимальная оценка неслучайных 
неизвестных факторов

Для создания математической модели не-
случайных факторов, влияющих на состояние 
производственного оборудования, необходимо 
задать базовые статистические характеристики 
доступных наблюдению случайных величин. 
Для простоты проигнорируем времена появле-
ния точек и рассмотрим только их число, поя-
вившееся на интервале времени [t0,t). Очевид-
но, что тогда единственными наблюдаемыми 
величинами является количество появившихся 
к некоторому моменту времени точек.

Поскольку пуассоновский процесс по опре-
делению имеет статистически независимые 
приращения, то это означает, что число точек 
на неперекрывающихся временных интервалах 
являются независимыми случайными числами с 
вероятностями (4) появления точек. 

Обозначим число точек, появившихся на 
первом интервале времени [t0,t1) через n1, на 
втором интервале [t1,t2) через n2 и т.д. Таким 

образом, на интервале наблюдения [t0,t) воз-
никнет совокупность наблюдаемых данных в 
виде чисел (n1, n2, …, nk), nk есть число точек на 
последнем, текущем интервале времени [tk,  t). 
Вероятность наблюдать совокупность данных 
(n1,n2,…,nk) при заданном векторе X, равна, по-
этому, произведению индивидуальных вероят-
ностей (4):

Р[N(ti-1,ti) = ni, i = 1, …, k|X] =
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( )i i
i

i 1 i 1

i 1 1 i

k
t t
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t t
i 1 1

P N t , t n , i 1,..., k X
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 λ(τ, )dτ] exp λ(τ, dτ)].
n ! − −

−

=

 = = = 
 

= − 
 

∏ ∫ ∫X X 	 (6)

Вероятность (6) содержит всю статистиче-
скую информацию, получаемую при известных 
данных (n1, n2, …, nk) и может быть использо-
вана для формирования статистических оценок. 
Отметим, что в этой совокупности отсутствует 
информация о временах появления событий, 
которая, вообще говоря, может быть использо-
вана для улучшения оценок. Ниже приводятся 
алгоритмы фильтрации пуассоновских процес-
сов с двойной случайностью, использующие 
всю доступную информацию.

Оценке параметров стохастических процес-
сов посвящена обширная литература, причем 
до аналитических выражений доводятся, в ос-
новном, задачи, ограниченные непрерывными 
гауссовскими распределениями фигурирующих 
в них величин. Значительно меньше результатов 
известно для точечных пуассоновских случай-
ных процессов. 

Общая постановка задачи оценки факторов 
X состоит в следующем.

Пусть на интервале времени [t0,t) пуассо-
новского процесса с функцией интенсивности  
λ(t,X) наблюдаются данные (n1, n2, …, nk). Не-
обходимо на основании анализа этих данных 
определить наилучшим образом вектор X и, 
следовательно, функцию λ(t, X). 

Поскольку имеется вероятности реализации 
наблюдаемых данных (6), которая в терминах 
оценок является функцией правдоподобия, то 
будем применять оценку максимального правдо-
подобия, которая максимизирует функцию (6).

Прологарифмируем выражение (6), обозна-
чив полученную функцию через L(ω):

	 ( ) ( ) )
( )

( )i

0 i 1

N t
t t

i
t t

i 1

L , d n ln λ t, dt.
−=

ω = − λ τ τ + ∑∫ ∫X X 	(7)

Поскольку логарифм является монотонной 
функцией, то отыскивать оценку максималь-
ного правдоподобия можно максимизируя по X 
выражение (7).

Функцию (7) будем в дальнейшем назы-
вать функцией правдоподобия. Максимизация 
функции правдоподобия (7) в аналитическом 
(конечном) виде возможна только для простей-
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ших ситуаций, одна из которых рассмотрена 
ниже. Тем не менее, сформулированный резуль-
тат позволяет применять известные численные 
методы отыскания экстремумов функционалов 
этого вида. Некоторые вычислительные аспек-
ты максимизации функции правдоподобия (7) 
для практически интересных случаев рассма-
триваются, например, в работах M. Aoki [21], 
J. Markham, D. L. Snyder, and J. R. Cox. [22],  
J. Ortega and W. Rheinholdt [23].

В качестве простейшего частно случая рас-
смотрим функцию интенсивности λ(t,X) с раз-
деляющимися аргументами, т.е. которую можно 
представить в виде

	 λ(t,X) = µ(t) g(X),	 (8)

где функции µ и g являются известными функ-
циями своих аргументов. Такие функции назы-
ваются мультипликативно-сепарабельными или 
просто сепарабельными.

Функция правдоподобия (7) с учетом (8) 
принимает вид
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Вектор Xмп оптимальных по критерию мак-
симума правдоподобия оценок параметров X 
дается, очевидно, как решение уравнения 

	
( )L  

0,
∂

=
∂
X
X

	 (10)

причем вектор 
( )L  ∂

∂
X
X

 определяется обычным

образом, как вектор градиента L(X) по отноше-
нию к X, т.е. i-тый элемент вектора равен 
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Учитывая, что последнее слагаемое в (9) 
не зависит от X, и, полагая, что производная 

( )'

x
g 0, ≠X  из (10) получим следующее соотно-
шение

	 ( ) ( )

0

МП T

t

N T
g .

µ(τ)dτ

=
∫

X 	 (11)

Соотношение (11) показывает, что оценка 
максимального правдоподобия отдельно для 
составляющих вектора X получена быть не мо-
жет для сепарабельных функций вида (7). Это, 
в свою очередь, означает, что в указанной по-
становке задачи нет смысла в конструировании 
сложных зависимостей функции интенсивности 
от нескольких аргументов. 

Это утверждение является основным резуль-
татом настоящей работы.

Сделаем замену переменной вида
	 g(Xмп) = Xмп	 (12)
где хмп – положительный скалярный аргумент, 
удовлетворяющий (11).

Очевидно, что такая замена приводит к про-
стому масштабированию функции интенсивно-
сти в (8) скалярной неизвестной положитель-
ной величиной х:
	 λ(t, X) = µ(t)X,	 (13)
оценка максимального правдоподобия хмп кото-
рой дается соотношением (11)

	 ( )
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МП t

t

N t
X .

µ(τ)dτ
=

∫
	 (14)

Поскольку число точек N(t) является случай-
ным, то и оценка (14) тоже является случайной. 
Очевидно, что математическое ожидание оцен-
ки совпадает с Х, поэтому оценка является нес-
мещенной. 

Если положить в формуле (8) µ(t) = 1, то по-
лучим модель неизвестной постоянной функ-
ции интенсивности λ(t,X) = X и оценка (14) 
принимает вид 

	 ( )
МП

0

N t
X ,

t t
=

−
	 (15)

сохраняя перечисленные выше свойства.
Соотношения вида (14) и (15) широко при-

меняются на практике для получения оценок 
функции интенсивности отказов. В данной ра-
боте они получены в качестве примера путем 
последовательного применения теории оценок 
максимального правдоподобия для сепарабель-
ных функций интенсивности.

Пример.
В качестве примера применения указанных 

соотношений применим реальные данные, свя-
занные с производством текстиля. С. В. Соболев 
в [24] привел результаты исследования различ-
ных пороков в 56 кусках ткани миткаль длиной 
50 метров каждый. Всего было обнаружено 113 
пороков, причем не обнаружено ни одного по-
рока в 13 кусках, один порок в 12 кусках и т.д. 
Распределение числа кусков ткани с фиксиро-
ванным числом пороков дается таблицей 1.

Таблица 1 / Table 1

Число пороков 0 1 2 3 4 5 6
Число кусков 13 12 10 10 6 3 2

Ясно, что пороки ткани характеризуют со-
стояние производственного текстильного обо-
рудования. 

Для применения оценки максимального 
правдоподобия сделаем следующие предполо-
жения:
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– Будем полагать, что число пороков рас-
пределено по пуассоновскому закону с пере-
менной функцией интенсивности. Обоснование 
этого обстоятельства является отдельной зада-
чей, которая может быть решена с применени-
ем хи квадрат критерия.

– Далее, положим, что куски ткани предъяв-
лялись потребителю раз в неделю, поэтому раз-
мерность функции интенсивности становится 
равной [порок/неделя] или[1/неделя] и время, 
фигурирующее в приведенных соотношениях, 
измеряется, таким образом, в неделях.

– Распределим случайным образом появле-
ние у потребителя кусков с определенным чис-
лом пороков. Это распределение иллюстриру-
ется на рисунке 1 ординатами, помеченными 
квадратами и соединенными для наглядности 
тонкими линиями. Таким образом, на первой 
неделе было 2 порока в куске, на второй 3, на 
третьей пороков не было и т.д. Общее число по-
роков на протяжении 56 недель равно 113.

На рис. 1 представлено выполненное рас-
пределение отказов по кускам ткани, а также 
вычисленная по формуле (15) оптимальная по 
критерию максимального правдоподобия оцен-
ка, обозначенная точками. Отметим, что график 
поведения оценки функции отказов является 
дискретным, т.е. представляет собой совокуп-
ность точек. Это объясняется тем, что в соот-
ветствии с (15) оценка может измениться толь-
ко при появлении нового события. Понятно, 
что это является неудобством, поскольку же-
лательно иметь непрерывную оценку функции 
интенсивности.

С точки зрения теории надежности задача 
принципиально решена, поскольку рассчитаны 
интенсивности отказов для конца каждого ин-
тервала наблюдения. На основании этого могут 
быть решены многие задачи теории надежности.

Однако, если ставится задача более подроб-
ной оценки текущего состояния оборудования, 
то необходимо разработать аналитическое выра-
жение для функции интенсивности отказов, за-
висящей от совокупности факторов, влияющих 
на конкретные характеристики оборудования. 
Это, в свою очередь, может потребовать при-
влечения к рассмотрению физических принци-
пов функционирования и выхода из строя как 
элементов систем, так и технических систем в 
целом.

Оптимальная оценка случайных факторов

В рамках дальнейшего анализа предполага-
ется, что функция интенсивности λ[t; X(t)] за-
висит от случайного процесса X(t). Это приво-
дит к тому, что случайный точечный процесс 
становится процессом с двойной случайностью, 
что, как уже отмечалось, усложняет задачу его 
оценки.

Рассмотрим постановку задачи оптимальной 
линейной фильтрации.

Как уже отмечалось, будем полагать, что 
процесс, подлежащий оценке, формируется как 
решение линейного дифференциального урав-
нения со стандартным винеровским процессом 
в правой части. 

Проблематичным представляется вопрос о 
способе описания процесса X(t). С одной сто-
роны, он должен описывать характерные черты 
изменения факторов, влияющих на отказы, а с 
другой - позволять развить содержательную ма-
тематическую теорию. В качестве компромисса 
будем полагать, что процесс X(t) является одно-
мерным и определяется следующей парой ли-
нейных соотношений:

 	 dX(t) = A(t)X(t)dt + B(t)dω(t), X(0) = X0, 	(16)

где A(t) и B(t) известные функции времени, 
ω(t)  – стандартный винеровский процесс, т.е. 
нормальный процесс с нулевым математиче-
ским ожиданием и дисперсией Rt, пропорцио-
нальной времени, Х0 – начальная случайная ве-
личина с нулевым математическим ожиданием.

Поскольку уравнение (16) является линей-
ным по Х, то и процесс Х является гауссовским 
с нулевым математическим ожиданием.

Простейшая форма уравнения (16), которую 
будем использовать в дальнейшем, имеет вид

	 ( ) ( ) ( ) ( ) 0

1 1
dX t X t dt d t , X 0 X .= − + ω =

τ τ
	 (17)

В уравнении (18) τ является постоянной вре-
мени и определяет динамические характери-
стики процесса X(t), а именно, уменьшение τ 
приводит к увеличению dX(t), приращений про-
цесса X(t).

Выбор модели (17) может быть проиллю-
стрировано тем обстоятельством, что элемен-

Рис.1. Распределение числа пороков и оценка 
неизвестного параметра

Fig. 1. Distribution of the number of defects and 
evaluation of an unknown parameter
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тарное инерционное электрическое звено (ин-
тегрирующая цепь) на входе которого действует 
процесс dω(t), описывается этим уравнением. 
Инерционное звено применяется в технических 
устройствах для приближенного интегрирова-
ния входной функции и, поэтому, сглаживания 
входного воздействия.

В задаче определения интенсивности отказов 
постоянная τ может характеризовать время ре-
акции системы контроля качества или форми-
рования потока рекламаций во времени.

Выберем описание функции интенсивности 
в виде простейшего линейного выражения

	 t, X(t)] = λ0[1 + X(t)].	  (18)

Вычисляя математическое ожидание от обе-
их частей (17), убедимся, что λ0 является мате-
матическим ожиданием функции λ[t, X(t)]. По-
скольку функция λ[t,  X(t)] неотрицательна, то 
при выборе параметров уравнения (17) следует 
предусмотреть, чтобы с определенной вероят-
ностью выполнялось условие 

 	 X(t) > –1.	 (19)

Задача состоит в разработке такого алгорит-
ма обработки наблюдаемого процесса N(t) с 
функцией интенсивности (17), чтобы получить 
оптимальную по критерию минимума сред-
неквадратической ошибки оценку Х*(t) про-
цесса X(t).

Последовательное решение сформулирован-
ной задачи, содержащееся в ранее упомянутых 
работах, приводит в частном случае уравнений 
(17) и (18) к следующей системе связанных 
дифференциальных уравнений, которые назы-
ваются фильтром Калмана.
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	 λ*(t) = λ0[1 + X*(t)].	  (22)

В этих уравнениях dN(t) является дифферен-
циалом счетного процесса N(t), который равен 
единице, если событие произошло на интерва-
ле времени dt и нулю в противоположном слу-
чае, D(t) является текущей дисперсией ошибки 
оценки процесса X(t). Уравнение (21) характе-
ризуется особенностью, заключающейся в от-
сутствии зависимости от наблюдаемого процес-
са N(t). Все коэффициенты данного уравнения 
являются априори известными величинами, что 
позволяет его решить аналитически до начала 
процедуры фильтрации. Таким образом, функ-
ция D(t) может быть определена для любого 
значения аргумента t независимо от решения 
уравнения (20), что свидетельствует о независи-

мости качества оценки от характеристик наблю-
даемого процесса N(t).

С точки зрения математической классифи-
кации, уравнение (21) представляет собой не-
линейное дифференциальное уравнение перво-
го порядка, известное как уравнение Риккати. 
Следует отметить, что аналитическое решение 
данного уравнения в общем виде не представля-
ется возможным, что обуславливает необходи-
мость применения численных методов для его 
интегрирования.

Таким образом, задача оптимальной линей-
ной оценки в рассматриваемой постановке сво-
дится к решению системы дифференциальных 
уравнений (20) и (21). Важно подчеркнуть, что 
алгоритм Калмана, основанный на данной си-
стеме, является оптимальным в классе линей-
ных алгоритмов, что означает невозможность 
достижения более высокого качества оценки 
при сохранении линейности.

В задаче оценки состояния производствен-
ного оборудования теория линейной фильтра-
ции играет важную роль. Она позволяет не-
прерывно оценивать функция интенсивности 
отказов. Это позволяет получить объективную 
характеристику качества оборудования в реаль-
ном непрерывном времени.

Практическое применение фильтра Калмана 
в области надежности оборудования позволяет 
непрерывно контролировать качество изделий и 
оперативно реагировать на изменения параме-
тров процесса. 

Очевидно, что для получения теоретического 
результата необходимо провести вычислитель-
ный эксперимент, моделируя поведение наблю-
даемого процесса N(t). 

Пример.
В качестве примера применения изложен-

ной теории рассмотрим применение фильтра 
Калмана для тех же реальных данных, кото-
рые были использованы при отыскании оценок 
максимального правдоподобия.

Организация вычислительного эксперимента 
состоит в следующем:

– Дифференциальные уравнения непрерыв-
ного аргумента заменены соответствующими 
разностными уравнениями, при этом шаг Δt 
численного интегрирования выбран как 0,1[по-
рок/неделя]. Таким образом, на интервал на-
блюдения в одну неделю, принятый в преды-
дущем параграфе, приходится десять отсчетов.

– Пороки ткани распределены по кускам в 
соответствии с распределением, указанным на 
рис. 1. Поскольку в работе С.В. Соболева [24] 
не указаны и моменты выявления пороков, то 
промоделировано и расположение пороков на 
оси времени размерности [неделя]. Таким обра-
зом, в эксперименте было промоделировано 560 
отсчетов. На рис. 1 уже представлено распреде-
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ление числа дефектов по отрезкам ткани, по-
лученное с помощью метода случайного назна-
чения дефектов. Кроме того, необходимо было 
случайным образом определить расположение 
каждого дефекта на оси координат. В ходе экс-
перимента данные процедуры были тщательно 
выполнены.

– Выбраны следующие значения параме-
тров, приведенные к единице времени [неделя]: 
τ = 0,28; λ0 = 2. 

– Для обеспечения выполнения неравенства 
(19) с вероятностью 0,99 параметр R, фигуриру-

ющий в уравнении (16), выбран как 
4

R τ
7

= .

– В качестве начального условия D0 в 
уравнении (21) выбрано стационарное реше-

ние Dst уравнения (21) при ( )dD t
0

dt
= , равное

0

st

0

1 Rλ 1
D

τλ

+ −
= , которое вычисляется по уже

выбранным параметрам.
На рис. 2 представлено детальное поведение 

(фрагмент общей картины) оптимальной оцен-
ки функции интенсивности с указанием времени 
появления каждого порока (рекламации). Вычис-
ление охватывает 60 дискретных отсчетов, рас-
пределенных по шести первым отрезкам ткани, 
на которых зафиксировано 11 событий (пороков, 
рекламаций), отмеченных на оси аргумента жир-
ными точками. Рисунок наглядно демонстрирует 
ключевое преимущество предложенного алгорит-
ма, заключающееся в его способности оценивать 
интенсивность отказов не только в моменты их 
фактического появления, но и в промежутках меж-
ду ними. Степень детализации зависит, очевидно, 
от шага численного интегрирования уравнений. 
Таким образом, алгоритм обеспечивает работо-
способность оценки интенсивности теоретически 
в непрерывном времени. Это особенно актуально 
для оценки интенсивности появления неравно-
мерных дефектов, то есть как частых, так и редких.

Понятно, что поскольку график представлен 
в единицах [порок/отсчет], то для приведения к 

единицам [порок/неделю] необходимо текущие 
оценки умножить на 10.

На рис.3. представлено поведение оптималь-
ной оценки функции интенсивности отказов на 
всем промежутке наблюдения длительностью 56 
кусков или, что то же самое, недель, приведен-
ной к размерности [дефект/кусок] или [дефект/
неделя], в конце анализа каждого куска. Для на-
глядности на рис.3 воспроизведены числа поро-
ков в куске ткани, совпадающие с таковыми на 
рис.1. Данная оценка отражает среднюю интен-
сивность возникновения дефектов во времени, 
и является случайной функцией, зависящей от 
конкретной реализации наблюдаемого процесса 
возникновения дефектов. Наблюдается очевид-
ная корреляция оценки с наблюдаемым числом 
дефектов в отрезках ткани, что подтверждает 
работоспособность предложенного метода.

Рис. 3. Оптимальная непрерывная оценка 
интенсивности отказов

Fig. 3. Optimal continuous failure rate assessment

Применение алгоритмов оптимальной филь-
трации представляет собой ключевой аспект в 
оценке прогнозируемого числа дефектов. В от-
личие от традиционных методов, основанных 
на простой формуле (15), алгоритмы фильтра-
ции позволяют осуществлять текущую оценку 
состояния производственного оборудования, 
используя ограниченный объем наблюдаемых 
данных. 

Оптимальные оценки, сделанные по крите-
рию максимального правдоподобия и минимуму 
среднеквадратической ошибки, представленные 
на рис. 1 и рис. 3 ведут себя подобным образом, 
отсутствуют выбросы и текущие оценки груп-
пируются около значения 2 [порока/неделю]. 
Это позволяет сформулировать предположение 
о том, что все образцы (куски) ткани были вы-
работаны на оборудовании, находящемся в од-
ном и том же техническом состоянии.

Рис. 2. Детальная оптимальная оценка интенсивности 
отказов

Fig. 2. Detailed optimal failure rate assessment
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По какой рассчитываемой величине можно 
судить о наличии существенных выбросов и что 
именно считать существенным выбросом-во-
прос, требующий дополнительного исследова-
ния. 

Общий вывод состоит в том, что алгоритм оп-
тимальной фильтрации предоставляет инстру-
мент наилучшей оценки важнейшего параметра, 
определяющего состояние производственного 
оборудования, - интенсивности возникновения 
пороков. Принципиальное значение этого под-
хода состоит в том, что достигаемое при этом 
качество фильтрации не может быть улучшено 
никаким линейным алгоритмом.

Заключение

В работе предложен новый метод учета неиз-
вестных факторов, влияющих на состояние тех-
нических систем путем включение таких факто-
ров в число аргументов функции интенсивности 
отказов. Рассмотрены две модели таких факто-
ров – неслучайные неизвестные факторы и слу-
чайные факторы. Соответственно предложены 
методы оптимальной оценки таких фактов. Для 
оценки неслучайных факторов применен ал-

горитм оптимальной по критерию максимума 
правдоподобия оценки по результатам анализа 
числа рекламаций, направленных производите-
лю от потребителя. Для оценки случайных фак-
торов сделаны предположения о статистических 
характеристиках этих факторов и применен ал-
горитм Калмана, наилучший по выбранному 
критерию для линейных алгоритмов.

Примеры оценки как неизвестного, так и 
случайного фактора, приведены для единых ре-
альных данных о пороках ткани, подтверждают 
работоспособность алгоритмов и их примени-
мость для простейших оценок состояния произ-
водственного оборудования.	

Отдельной задачей является разработка ана-
литических выражений для функции интен-
сивности отказов, зависящей от неизвестных 
параметров. Решение этой задачи позволит 
применить предложенный метод для более де-
тальной оценки состояния производственного 
оборудования.

Другим направлением исследований может 
быть разработка способов сравнения результа-
тов различных оптимальных оценок функции 
интенсивности отказов для уточнения состоя-
ния производственного оборудования.
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