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Программный комплекс PhaPl 
для автоматического построения 
и исследования фазовых портретов 
на плоскости
Целью работы является описание программного комплекса PhaPl для 
построения и исследования фазового портрета автономных систем 
двух дифференциальных уравнений на плоскости, предназначенного 
для использования в учебном процессе.
Интерактивные компьютерные учебные материалы позволяют 
демонстрировать задачи, наглядно описывая большое количество 
состояний изучаемых систем и вовлекая учащегося в процесс реше-
ния. Построение и исследование фазового портрета автономной 
системы двух дифференциальных уравнений на плоскости является 
важной задачей, входящей в дисциплину «Дифференциальные урав-
нения» и другие дисциплины, использующие динамические системы. 
Программный комплекс, предлагаемый в статье, позволяет легко 
визуализировать фазовые портреты и производить аналитические 
исследования, нужные для решения задачи. Построение фазового 
портрета связано с огромным количеством рутинных вычислений. 
Благодаря программному комплексу основной упор в обучении можно 
сделать на аналитических исследованиях качественных свойств ав-
тономных систем двух дифференциальных уравнений на плоскости. 
Программный комплекс позволяет строить фазовые портреты как 
линейных, так и нелинейных автономных систем дифференциальных 
уравнений.
Программный комплекс сильно отличается от существующих паке-
тов программ простотой пользовательского интерфейса и нагляд-
ностью, так как при его использовании демонстрируются все шаги 
решения задачи. Для полного решения задачи достаточно ввести 
исследуемую систему. Начальные условия для фазовых траекторий 

выбираются автоматически. Графическое представление фазового 
портрета является интерактивным и позволяет проводить допол-
нительные фазовые траектории с заданными начальными условиями, 
наводя указатель на фазовый портрет. Программный комплекс ос-
нован на популярном свободном программном обеспечении (Maxima, 
Qt4, LaTeX) и сам является свободным программным обеспечением, 
что делает его доступным широкому кругу учащихся, включая сту-
дентов дистанционной формы обучения. Программный комплекс 
является переносимым программным обеспечением и работает на 
операционных системах Windows и Linux.
В статье описываются достоинства, недостатки и особенности 
программного комплекса и некоторые аспекты его применения в 
учебном процессе при изучении дисциплин, использующих динамичес-
кие системы. Программный комплекс был внедрён в учебный процесс 
Московского государственного университета экономики, статисти-
ки и информатики (МЭСИ) и в учебный процесс механико-матема-
тического факультета Московского государственного университета 
имени М. В. Ломоносова в 2013 году, а его обновленная версия – в РЭУ 
имени Г. В. Плеханова в 2016 году. В дальнейшем планируется разви-
тие программного комплекса, сокращение размера бинарных пакетов, 
улучшение переносимости и увеличение количества аналитических 
исследований, выполняемых в процессе решения задачи.

Ключевые слова: программа, фазовый портрет, свободное програм-
мное обеспечение, Maxima, Qt, Qt4, LaTeX, обучающее программное 
обеспечение, линейная система, нелинейная система.

The article aims to document PhaPl that’s a teaching software to plot and 
research phase portraits of autonomous systems of 2 differential equations 
on a plane.
Interactive computer teaching materials allow to demonstrate tasks 
describing large number of states of investigated systems clearly and 
involving students into solving. Plotting and research of phase portraits of 
autonomous system of 2 differential equations is an important task in “Dif-
ferential equations” course and other courses that use dynamic systems. 
The software allows to visualize phase portraits and to perform analysis 
easily. Plotting of phase portraits needs a lot of routine computations. The 
software allows teacher to focus on analytical research of autonomous 
systems of 2 differential equations. The software supports linear and non-
linear autonomous systems of 2 differential equations.
The software differs is very different compared with previously known 
programs: it has very easy graphical user interface and it gives clarity 
because it demonstrates all steps of solution. To get the full solution, it is 
enough to just enter a system to research. Initial conditions to plot phase 

trajectories are chosen automatically. Graphical representation of the phase 
plane is interactive and allows user to draw additional trajectories with 
specified initial conditions by mouse hovering over the phase plane. The 
software is based on popular Free Software (Maxima, Qt4, LaTeX) and it 
is Free Software itself, thus it is accessible to wider audience, including 
online students. The software is portable and works on Windows and Linux 
operating systems.
The article describes advantages, disadvantages and peculiar properties 
of the software, and some aspects of teaching experience. The software is 
deployed in Moscow State University of Economics, Statistics, and Infor-
matics (MESI), Lomonosov Moscow State University (MSU) since 2013, 
and in Plekhanov Russian University of Economics since 2016. Further 
development will be focused on reduction of binary size of the software, 
portability improvements, and number of analytical results showed.

Keywords: software, phase plane, Free Software, Maxima, Qt, Qt4, LaTeX, 
educational software, linear system, non-linear system, phase portrait.

PhaPl: software to plot and research phase 
portraits automatically
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Введение

В статье описывается про-
граммное обеспечение, разра-
ботанное специально для ре-
шения следующей задачи: дана 
автономная система диффе-
ренциальных уравнений

где P и Q — функции, непре-
рывно дифференцируемые в 
некоторой области. Требуется 
исследовать систему и пост-
роить её фазовый портрет  — 
совокупность траекторий сис-
темы в фазовой плоскости 
переменных x, y.

Фазовые портреты исполь-
зуются в современных работах 
в различных областях науки 
отечественными и зарубежны-
ми авторами, так как позво-
ляют получить представление 
о качественных свойствах не-
линейных систем дифферен-
циальных уравнений, состав-
ляющих основу различных 
математических моделей. На-
пример, см. [1–10].

Построение фазового пор-
трета вручную трудоёмко, и 
этот процесс можно упрос-
тить, используя для этого вы-
числительную технику. Одна-
ко имеющиеся программные 
решения для визуализации 
фазовых портретов не решают 
задачу построения и исследо-
вания фазового портрета це-
ликом с аналитической точки 
зрения. Нахождение особых 
точек, нахождение собствен-
ных значений, исследование 
устойчивости особых точек 
требуют дополнительных дейс-
твий. Системы компьютерной 
алгебры и языки программи-
рования могут помочь в этом, 
предоставляя базовые инстру-
менты для исследования. Это 
может быть удобно для ис-
следователя, занимающегося 
сложной задачей, потому что 
даёт много свободы для допол-
нительных методов исследо-
вания и для обеспечения кор-
ректности результатов, но это 
также усложняет работу при 

приёме задания преподавате-
лем у студента. Для образова-
тельных целей можно было бы 
использовать демонстрацион-
ное программное обеспечение 
с комплектом данных для нуж-
ного набора систем дифферен-
циальных уравнений. Совре-
менные технологии позволяют 
исследовать новые системы 
автоматически. В полном объ-
ёме эти задачи решает новый 
программный комплекс PhaPl. 
Программный комплекс был 
внедрён в учебный процесс 
Московского государственно-
го университета экономики, 
статистики и информатики 
(МЭСИ) и в учебный процесс 
механико-математического 
факультета Московского го-
сударственного университета 
имени М.В. Ломоносова в 2013 
году, а его обновленная вер-
сия – в РЭУ имени Г.В. Пле-
ханова в 2016 году. Предвари-
тельные результаты описаны в 
[11].

Готовые функции для пос-
троения фазовых портретов 
предоставляются крупны-
ми библиотеками Plot.ly и 
matplotlib для построения гра-
фиков и почти во всех систе-
мах компьютерной алгебры, 
например, Maxima, SageMath, 
SCILAB, MATLAB, Wolfram 
Mathematica и Maple. Также 
существуют узкоспециали-
зированные библиотеки для 
разных языков программиро-
вания, включая языки про-
граммирования Python, R и 
Julia. Другое решение для пос-
троения фазовых портретов 
доступно в программе WinSet 
[12]. Программа WInSet инте-
ресна тем, что предоставляет 
возможности для построения 
через графический интерфейс, 
без программирования.

Разработанное програм-
мное обеспечение PhaPl пред-
назначено для преподавателей 
и студентов. Оно может по-
мочь преподавателю быстро 
проверить решённую студен-
том задачу и продемонстри-
ровать правильное решение. 
Также оно полезно студентам 

для самопроверки после ана-
литического решения задачи. 
При использовании в ком-
пьютерном классе оно может 
повысить интерес студентов к 
исследованию поведения ре-
шений автономных систем: 
оно позволяет студентам экс-
периментировать, моделируя 
новые системы или исследуя 
изученные ранее в курсе заня-
тий. Однако при этом можно 
столкнуться с ограничениями 
комплекса, когда он не мо-
жет найти особые точки, или 
когда не хватает возможностей 
по управлению визуализацией 
фазового портрета. Тогда сту-
денту требуется провести до-
полнительное аналитическое 
исследование.

1. PhaPl: процесс решения 
задачи

Основные этапы постро-
ения фазового портрета ав-
тономной системы диффе-
ренциальных уравнений на 
плоскости подробно описаны, 
например, в [13, §6.3].

Разработанный програм-
мный комплекс практически 
повторяет большинство этапов 
решения: сначала нужно най-
ти координаты особых точек, 
потом исследовать каждую 
из них, линеаризуя систему в 
её окрестности (если это воз-
можно). У матрицы каждой из 
линейных систем необходимо 
найти собственные значения, 
собственные векторы, если 
они существуют, с их помощью 
построить фазовый портрет в 
окрестности особой точки 0. 
Для самостоятельного анали-
тического исследования ос-
таются проблемы различения 
центра и фокуса нелинейных 
систем, нахождения предель-
ных циклов. В других этапах 
есть небольшие отличия: фа-
зовые портреты строятся при-
ближённо при помощи метода 
Эйлера [14]. При решении на 
бумаге, как правило, в окрест-
ности каждой точки строят фа-
зовый портрет линейной сис-
темы, а затем сводят их вместе, 
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уточняя поведение траекторий 
между ними. Программное 
обеспечение всегда строит 
сразу фазовый портрет исход-
ной системы, но в выделяемой 
окрестности особой точки. В 
случае, когда особых точек 
бесконечно много, разработан-
ное программное обеспечение 
выбирает несколько и не упо-
минает о других точках, даже 
если они могут быть описаны 
общей формулой. Исследуют-
ся они также всегда по отде-
льности. Таким образом, сту-
дент должен самостоятельно 
контролировать правильность 
полученной картины и ее со-
ответствие результатам анали-
тических исследований.

Скорость построения игра-
ет важную роль для удобства 
использования программы. 
Фазовые траектории строятся 
численно при помощи метода 
ломаных Эйлера. Использова-
ние более точных, но вычисли-
тельно затратных, методов не 
оправдано для учебных задач. 
Шаг метода Эйлера выбирает-
ся автоматически так, чтобы 
приблизительно соответство-
вать одной физической точке 
монитора, так все фазовые тра-
ектории выглядят гладкими. 
Уменьшение шага замедлит 
построение, не улучшив види-
мое качество. Начальные точки 
для фазовых кривых в фазовом 
портрете выбираются автома-
тически по краю области. Это 
даёт довольно наглядные фазо-
вые портреты, за исключением 
особых точек типа центр. Пос-
троение каждой фазовой тра-
ектории требует заметного ко-
личества вычислений, поэтому 
их количество сокращено, но 
наглядность при этом сохра-
нена. Построение фазовой 
траектории прекращается, ког-
да она достигает границы об-
ласти. Некоторые траектории, 
однако, границы области не 
достигают (например, циклы), 
поэтому построение любой 
траектории прекращается пос-
ле определённого числа шагов, 
подобранного вручную таким 
образом, чтобы для всех задач 

учебного курса представлялась 
наглядная картинка.

2. PhaPl: графический 
интерфейс

Главной целью при раз-
работке программного обес-
печения была простота ис-
пользования и максимальная 
автоматизация процесса реше-
ния. Пользовательский интер-
фейс намеренно упрощён: в 
программе нет меню и настро-
ек, у каждой части интерфейса 
доступна справка. При старте 
пользователю предлагается вы-
брать систему дифференци-
альных уравнений из выпада-
ющего списка. В нём системы 
отображаются как текстом, так 
и в виде картинок с формула-
ми. В списке есть все задачи на 
построение фазового портрета 
нелинейных систем из учебно-
го пособия [13], используемого 
в курсе «Дифференциальные 
уравнения».

Выбранный пример можно 
изменить, также можно ввести 
свой. Ввод осуществляется с 

синтаксисом системы компью-
терной алгебры Maxima. Боль-
шая часть синтаксиса Maxima 
не вызывает сложностей, но, 
чтобы облегчить ввод, сдела-
но несколько дополнительных 
определений (e, pi, ln, arctg), а 
рядом с полем ввода доступна 
справка по синтаксису (при-
мер на рис. 1).

После нажатия на кнопку 
«Исследовать и построить!» 
программа автоматически на-
ходит особые точки заданной 
системы дифференциальных 
уравнений. Для каждой особой 
точки выводит её координаты, 
корни характеристического 
уравнения, тип особой точки, 
её устойчивость, построит фа-
зовый портрет в окрестности 
особой точки.

Вместе с готовыми фазовы-
ми траекториями пользователь 
может рассматривать произ-
вольные траектории, наводя 
указатель на фазовый портрет 
для указания их начальных 
условий. Через точку под ука-
зателем временно проводит-
ся фазовая траектория. Она 

Рис. 1. Пример результата работы основной программы
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толще остальных и окрашена 
в два цвета — красный и си-
ний. Красный цвет показыва-
ет часть траектории, которую 
она пройдёт при возрастании 
времени (при t → ∞), а си-
ний — при убывании време-
ни (при t → –∞). Координаты 
выбранной начальной точки 
отображаются в левом верхнем 
углу фазового портрета. Коор-
динаты и временная фазовая 
траектория обновляются при 
перемещении указателя. Эта 
функция интуитивно понят-
на  – часть пользователей на-
водят мышь на фазовый пор-
трет, не обращаясь к справке 
и не зная об этой особенности 
интерфейса.

Несмотря на использование 
системы компьютерной алгеб-
ры внутри программного ком-
плекса, не всегда получается 
найти все особые точки сис-
темы автоматически, поэтому 
пользователь может добавить 
любую точку в список особых 
точек нажатием мыши или вве-

дя её координаты с клавиату-
ры. После обновления списка 
портрет строится заново. Для 
приближённого поиска особых 
точек есть возможность ввести 
начальные приближения для 
метода Ньютона. Эти допол-
нительные средства для поиска 
особых точек могут пригодить-
ся при исследовании систем, 
не входящих в курс. Для учеб-
ных задач из курса все особые 
точки отмечены заранее.

Вместе с отдельными пор-
третами в окрестности особых 
точек показывается общий фа-
зовый портрет системы. Об-
ласть построения включает 
в себя все указанные особые 
точки. На общем фазовом пор-
трете видны переходы фазовых 
траекторий между особыми 
точками (пример на рис. 2).

Таким образом, програм-
мный комплекс PhaPl предо-
ставляет максимальное коли-
чество информации о системе 
сам, без дополнительных дейст- 
вий со стороны пользователя. 

Несмотря на то, что жёсткого 
ограничения в выборе задач 
нет, сильно упрощённый ин-
терфейс может стеснять поль-
зователя в возможностях ис-
следования.

3. PhaPl: компоненты 
программного комплекса

Простой интерфейс скрыва-
ет за собой относительно боль-
шой программный комплекс, 
использующий систему ком-
пьютерной алгебры Maxima, 
издательскую систему LaTeX, 
библиотеку Qt4, сценарий для 
Maxima для нахождения и ис-
следования особых точек и, 
собственно, основную про-
грамму. Основная программа 
обеспечивает взаимодействия 
всех компонентов програм-
много комплекса и реализует 
графический интерфейс поль-
зователя, включая компонент 
для построения фазовых пор-
третов.

Всё программные ком-
поненты комплекса являют-
ся свободным программным 
обеспечением. Сценарий и 
основная программа были раз-
работаны специально для про-
граммного комплекса PhaPl. 
Остальные компоненты были 
разработаны другими авто-
рами и являются крупными, 
стабильными, популярными, 
переносимыми проектами с 
большой базой пользователей 
и хорошей поддержкой, что 
гарантирует их высокое качес-
тво и доступность в обозримом 
будущем [15]. То, что все ком-
поненты являются свободным 
программным обеспечением, 
позволяет бесплатно исполь-
зовать сервис GitHub: разрабо-
танный код и бинарные сбор-
ки распространяются через 
сайт сервиса. Это увеличивает 
шансы, что программный ком-
плекс всегда будет доступен 
студентам и преподавателям.

Высокая степень автомати-
зации решения обеспечивается 
использованием системы ком-
пьютерной алгебры Maxima. 
Она предоставляет готовые 

Рис. 2. Пример общего фазового портрета с четырьмя особыми 
точками, включающий все поля ввода и информацию о двух особых 

точках
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процедуры для решения сис-
тем уравнений при помощи 
символических вычислений и 
численных методов, для разло-
жения функций в ряд Тейлора, 
для вывода формул в формате, 
пригодном для использования 
в LaTeX. Символические вы-
числения позволяют получать 
точные решения даже в слу-
чаях, когда они включают ир-
рациональные числа. Разрабо-
танный сценарий использует 
все эти возможности для раз-
ных этапов исследования.

Для отображения формул 
используется издательская 
система LaTeX. Формулы, под-
готовленные Maxima, встав-
ляются в шаблон документа 
LaTeX. Результат записывается 
во временный файл, который 
компилируется при помощи 
утилиты latex. Полученный 
документ конвертируется в от-
дельные графические файлы 
утилитой dvipng. Графические 
файлы отображаются в пользо-
вательском интерфейсе основ-
ной программы при помощи 
стандартного элемента из биб-
лиотеки Qt4.

Библиотека Qt4 предостав-
ляет переносимые компонен-
ты для построения графичес-
ких интерфейсов пользователя 
и для решения типичных задач 
прикладного программиро-
вания. Основная программа 
сильно полагается на Qt4. Во 
время построения фазовых 
траекторий используется ин-
терпретатор языка программи-
рования EcmaScript из состава 
Qt4. На каждом шаге метода 

Эйлера интерпретатор вычис-
ляет вектор скорости, исполь-
зуя функцию, созданную ав-
томатически на основе ввода 
пользователя.

Взаимодействие основной 
программы и Maxima проис-
ходит через неименованные 
каналы для межпроцессного 
взаимодействия. По одному 
каналу основная программа 
передаёт Maxima дополнитель-
ные определения, формулы от 
пользователя и все команды 
разработанного сценария. По 
другому каналу — получает 
вывод от Maxima с результата-
ми выполнения команд. После 
получения всех производных 
данных основная программа 
направляет их в другие компо-
ненты программного комплек-
са.

4. PhaPl: перспективы 
развития

Использование готовых 
компонентов (LaTeX, Qt4 и 
Maxima) в программном ком-
плексе позволило сильно со-
кратить сложность разработки. 
Однако размер программного 
комплекса в виде одного би-
нарного пакета для операци-
онной системы Windows со-
ставляет около 185 мегабайт 
в архиве и около 600 мегабайт 
после распаковки. Такой раз-
мер усложняет перенос комп-
лекса на другие операционные 
системы, хотя все компоненты 
могут работать на различных 
программно-аппаратных плат-
формах.

Один из вариантов решения 
проблемы размера — разделе-
ние программы на две части: 
полный вариант для автома-
тического создания описаний 
решений задач и сокращённый 
вариант для демонстрации 
решения по таким описани-
ям. Другой вариант — выбор 
других компонентов. Автором 
ведётся поиск подходящих 
компонентов.

Заключение

Разработанный програм-
мный комплекс PhaPl облада-
ет рядом уникальных характе-
ристик: он имеет упрощённый 
графический интерфейс поль-
зователя и предоставляет поч-
ти полную автоматизацию 
решения задачи построения 
и исследования фазового пор-
трета для автономных систем 
дифференциальных уравнений 
на плоскости. При этом PhaPl 
является свободным програм-
мным обеспечением. Програм-
мный комплекс был внедрён в 
учебный процесс. В процессе 
эксплуатации преподавате-
лями и студентами PhaPl по-
казал свою пользу. Также он 
показал свои возможности и 
ограничения для применения 
в научно-исследовательской 
деятельности. Были выявлены 
характеристики для улучшения 
в последующих разработках.

Разработанный програм-
мный комплекс PhaPl досту-
пен для скачивания по следую-
щей ссылке: https://github.com/
AlekseyCherepanov/phapl .
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