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Оптимальная пуассоновская когнитивная 
система с марковской моделью обучения
Целью исследования является разработка математической  
модели обучаемой марковской когнитивной системы при нали-
чии на ее входе дискретных обучающих и мешающих случайных 
стимулов, возникающих в случайные моменты времени.
Метод исследования состоит в  применении  простейшей марков-
ской модели обучения Эстеса со стохастической матрицей с двумя 
состояниями, в которой вероятности переходов рассчитываются 
в соответствии с оптимальным алгоритмом Неймана-Пирсона 
обнаружения воздействующих на систему стимулов. В работе 
предложена модель случайного появления образов на входе когни-
тивной системы (в терминах теории обучения это стимулы, на 
которые реагирует система). Модель предполагает широко приме-
няемое для описания интеллектуальной работы экспоненциальное 
распределение времени реакции системы на стимулы, при этом 
их число распределено по пуассоновскому закону. Предполагается, 
что когнитивная система принимает решение о наличии или от-
сутствии стимула на своем входе в соответствии с критерием 
оптимальности Неймана-Пирсона, т.е. максимизирует вероят-
ность правильного обнаружения стимула при  фиксированной 
вероятности ложного обнаружения. Рассчитанные таким образом 
вероятности принимаются  в качестве вероятностей переходов 
в стохастической матрице обучения системы. Таким образом, 
работе приняты следующие предположения, по-видимому, соот-
ветствующие поведению системы, предполагающей человеческие 
реакции, т.е. когнитивной системы.
• Образы, анализируемые системой, возникают в случайные 
моменты времени, при этом длительность времен между 
соседними появлениями образов распределено по экспоненци-
альному закону.

• Система анализирует возникшие образы и принимает решение 
о наличии или отсутствии образа на ее входе в соответствии 
с оптимальным алгоритмом Неймана-Пирсона, максимизи-
рующим вероятность правильной идентификации образа при 
фиксированной вероятности ложной идентификации.
• Система является обучаемой в том смысле, что решения о 
наличии или отсутствии образа принимаются последователь-
но на множестве идентичных ситуаций, причем вероятность 
принятия решения зависит от предыдущего решения системы.
Новыми результатами исследования являются аналитические 
выражения для вероятностей пребывания системы в каждом из 
возможных состояний в зависимости от числа шагов процесса 
обучения и интенсивностей полезных и мешающих стимулов на 
входе системы. Указанные вероятности рассчитаны для инте-
ресного случая, в котором отчетливо проявляется дискретность 
появления стимулов во времени и приведены соответствующие 
графики. Рассчитаны также стационарные, т.е. соответ-
ствующие бесконечному числу шагов обучения  вероятности 
пребывания системы в каждом из состояний и представлен 
соответствующий график.
В заключении отмечается, что представленные графики 
поведения обучаемой системы отвечают интуитивному пред-
ставлению о реакции когнитивной системы на появление сти-
мулов. Указаны некоторые возможные направления дальнейших 
исследований по упомянутой в работе теме.

Ключевые слова: когнитивная система, модель обучения Эстеса, 
критерий Неймана-Пирсона, экспоненциальное распределение 
вероятностей.

The aim of the study is to develop a mathematical model of the 
trained Markov cognitive system in the presence of discrete training 
and interfering random stimuli arising at random times at its input. 
The research method consists in the application of the simplest Markov 
learning model of Estes with a stochastic matrix with two states, in 
which the transition probabilities are calculated in accordance with 
the optimal Neуman-Pearson algorithm for detecting stimuli affecting 
the system. The paper proposes a model of the random appearance 
of images at the input of the cognitive system (in terms of learning 
theory, these are stimuli to which the system reacts). The model 
assumes an exponential distribution of the system’s response time to 
stimuli that is widely used to describe intellectual work, while their 
number is distributed according to the Poisson law. It is assumed 
that the cognitive system makes a decision about the presence or 
absence of a stimulus at its input in accordance with the Neуman-
Pearson optimality criterion, i.e. maximizes the probability of correct 
detection of the stimulus with a fixed probability of false detection. 
The probabilities calculated in this way are accepted as transition 
probabilities in the stochastic learning matrix of the system. Thus, 
the following assumptions are accepted in the work, apparently 
corresponding to the behavior of the system assuming human reactions, 
i.e. the cognitive system.
• The images analyzed by the system arise at random moments of 
time, while the duration of time between neighboring appearances of 
images is distributed exponentially.

• The system analyzes the resulting images and makes a decision about 
the presence or absence of an image at its input in accordance with 
the optimal Neуman-Pearson algorithm that maximizes the probability 
of correct identification of the image with a fixed probability of false 
identification.
• The system is trainable in the sense that decisions about the presence 
or absence of an image are made sequentially on a set of identical 
situations, and the probability of making a decision depends on the 
previous decision of the system.
The new results of the study are analytical expressions for the probabilities 
of the system staying in each of the possible states, depending on the 
number of steps of the learning process and the intensities of useful 
and interfering stimuli at the input of the system. These probabilities 
are calculated for an interesting case in which the discreteness of the 
appearance of stimuli in time is clearly manifested and the corresponding 
graphs are given. Stationary probabilities are also calculated, i.e. for an 
infinite number of training steps, the probabilities of the system staying in 
each of the states and the corresponding graph is presented.
In conclusion, it is noted that the presented graphs of the behavior of 
the trained system correspond to an intuitive idea of the reaction of the 
cognitive system to the appearance of stimuli. Some possible directions 
of further research on the topic mentioned in the paper are indicated.

Keywords: cognitive system, Estes learning model, Neуman-Pearson 
criterion, exponential probability distribution.

Optimal Poisson Cognitive System with 
Markov Learning Model
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На современном этапе развития когнитивных 
систем актуальными являются попытки моде-
лирования некоторых механизмов человеческо-
го сознания в рамках когнитивного подхода [1, 
2, 3, 4, 5, 6]. В соответствии с представления-
ми когнитивной теории [4, 7, 8] в человеческом 
мозге формируются образы (схемы, категории, 
гештальты, системы, архетипы и т.п.), которые 
затем обрабатываются. В работе не рассматри-
ваются терминологические нюансы, связанные 
с определением основных понятий когнитивной 
теории и для обозначения упомянутых понятий 
используется термин «чувственный образ» или 
просто образ.

Предполагается, что возникшие образы, яв-
ляются теми воздействиями, которые затем об-
рабатываются, воспринимаются, перерабатыва-
ются, используются когнитивной системой для 
формирования обобщенных чувственно-нагляд-
ных образов рассматриваемого предмета или 
явления [9, 10, 11, 12, 13] и характеризуется ря-
дом признаков, число которых может меняться 
в процессе функционирования системы. 

Современная тенденция разработки интел-
лектуальных систем состоит в применении мо-
дульного принципа их проектирования [9, 14, 
15, 16, 17, 18]. Следуя [4], будем полагать, что 
«Человек всегда взаимодействует с информаци-
ей, полученной от органов чувств, дорабатывая 
ее в своем сознании». 

В настоящей работе приняты следующие 
предположения, по-видимому, соответствую-
щие поведению системы, предполагающей че-
ловеческие реакции, т.е. когнитивной системы.

• Образы, анализируемые системой, возни-
кают в случайные моменты времени, при этом 
длительность времен между соседними появле-
ниями образов распределено по экспоненци-
альному закону.

• Система анализирует возникшие образы и 
принимает решение о наличии или отсутствии 
образа на ее входе в соответствии с оптималь-
ным алгоритмом Неймана-Пирсона, максими-
зирующим вероятность правильной идентифи-
кации образа при фиксированной вероятности 
ложной идентификации.

• Система является обучаемой в том смысле, 
что решения о наличии или отсутствии обра-
за принимаются последовательно на множестве 
идентичных ситуаций, причем вероятность при-
нятия решения зависит от предыдущего реше-
ния системы.

В работе предпринято математическое опи-
сание когнитивной системы при указанных до-
пущениях и получены аналитические выраже-
ния для вероятностей пребывания системы в 
каждом из возможных состояний в зависимости 
от числа шагов процесса обучения и интенсив-

ностей полезных и мешающих стимулов на вхо-
де системы. Указанные вероятности рассчитаны 
для интересного случая, в котором отчетливо 
проявляется дискретность появления стимулов 
во времени и приведены соответствующие гра-
фики. Рассчитаны также стационарные, т.е. при 
бесконечном числе шагов обучения вероятно-
сти пребывания системы в каждом из состоя-
ний вероятности и представлен соответствую-
щий график.

1. Марковская модель обучаемой когнитивной 
системы с двумя состояниями

Будем полагать, что система функционирует 
в непрерывном времени, и предположим, что 
на входе системы дискретно (скачкообразно) 
возникают некоторые образы, под воздействие 
которых система меняет свое состояние. 

Сделаем ключевое предположение о том, что 
обучение системы осуществляется в соответ-
ствии со следующим простейшим алгоритмом. 
В терминах задачи обучения Эстеса (W.K. Estes) 
[19, 20] на входе обучаемой системы формиру-
ются воздействия (стимулы), побуждающие си-
стему реагировать в соответствии с возникшими 
стимулами.

Рассмотрим простейший вариант такой зада-
чи. Пусть система в процессе обучения может 
находиться в одном из двух состояний. Первое 
состояние, которое обозначим через А, харак-
теризуется тем, что система приняла решение 
о наличии на очередном шаге своего функци-
онирования некоторого образа, т.е. восприняла 
ситуацию как наличие стимула. Второе состоя-
ние, которое обозначим через B, характеризует-
ся тем, что система приняла противоположное 
решение об отсутствии на очередном шаге сво-
его функционирования некоторого образа или 
стимула. 

Под шагом будем понимать изменение со-
стояния системы, которое происходит в конце 
каждого временного интервала [0, T), (сигналь-
ного интервала) в течение которого система 
анализирует состояние внешней среды и при-
нимает решение о переходе либо в состояние А, 
либо в состояние В. Предполагается, что систе-
ма функционирует в фиксированных условиях 
на протяжении произвольного числа упомяну-
тых интервалов, которые нумеруются с помо-
щью индекса n. Алгоритм такого анализа и кри-
терий оптимального решения рассмотрен далее. 

Если система на предыдущем шаге обучения 
находилась в состоянии А, то она останется в 
этом состоянии с вероятностью правильного 
обнаружения образа P(Ha | Ha) = 1 – а или пе-
рейдет в состояние В с вероятностью пропуска 
образа P(Hb | Ha) = a. Если система на преды-
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дущем шаге обучения находилась в состоянии 
В, то она останется в этом состоянии с веро-
ятностью правильного необнаружения образа 
P(Hb | Hb) = 1 – b или перейдет в состояние А 
с вероятностью ложного обнаружения образа 
P(Ha | Hb) = b.

Таким образом, дальнейшее использова-
ние системой информации о наличии или от-
сутствии образа на сигнальном интервале не 
рассматривается, однако может быть учтено 
путем введения в рассмотрение новой марков-
ской последовательности дальнейших решений 
[21,22].

В соответствии с общей теорией статистиче-
ских решений припишем первому состоянию 
системы статистическую гипотезу Ha, а второму 
статистическую гипотезу Hb. Тогда вероятност-
ное поведение системы полностью описывают-
ся следующими вероятностями принятия реше-
ний на произвольном сигнальном интервале [0, 
T), название которых заимствовано из общей 
теории статистических решений [23].

P(Ha|Hb) – вероятность ложной тревоги или 
вероятность принятия системой решения о на-
личии образа на входе, в то время, как на входе 
системы имеется только помеха.

P(Ha|Ha) – вероятность правильного обнару-
жения или вероятность принятия системой ре-
шения о наличии образа на входе, в то время, 
как на входе системы имеется образ, искажае-
мый помехой.

P(Hb|Ha) – вероятность пропуска цели или 
вероятность принятия системой решения о на-
личии на входе только помехи, в то время, как 
на входе системы имеется образ, искажаемый 
помехой.

P(Hb|Hb) – вероятность правильного необна-
ружения или вероятность принятия системой 
решения о наличии на входе только помехи, в 
то время, как на входе системы имеется только 
помеха.

Очевидно, что независимыми являются толь-
ко две вероятности, а еще две являются допол-
нительными. Введем в рассмотрение для неза-
висимых вероятностей следующие обозначения.

P(Hb | Ha) = a, P(Ha | Hb) = b.

По определению очевидно, что

P(Ha | Ha) =1– P(Hb | Ha) = 1 – а

P(Hb | Hb) = 1 – P(Ha | Hb) = 1 – b

Очевидно, что величины веденных в рас-
смотрение вероятностей зависят как от вида и 
принципа действия чувствительных элементов 
системы, так и от способа обработки инфор-
мации, получаемой от этих элементов в целях 
принятия упомянутых решений.

Теперь переходы системы из одного состоя-
ния в другое описываются марковской цепью, 

формируемой двумя описанными состояниями 
А и B. 

Стохастическая матрица G одношаговых пе-
реходных вероятностей системы имеет в соот-
ветствии с введенными обозначениями вид

 
1

1
− 

=  − 
a a

G
b b

 (1.1)

В матрице первая строка и первый столбец 
соответствует состоянию А, вторая строка и вто-
рой столбец – состоянию B. 

Формально, если а = b = 0, то оба состоя-
ния являются поглощающими, смена состояний 
не происходит, а если а = b = 1, то изменение 
состояний происходит детерминированным об-
разом и если задано начальное состоянии, то 
поведение системы будет неслучайным. В даль-
нейшем будем полагать, что вероятности а и b 
не равны нулю или единице одновременно.

Для использования основных соотношений 
введем следующие обозначения:

pA(n) – вероятность найти систему в состоя-
нии А через n шагов, 

pB(n) – вероятность найти систему в состоя-
нии B через n шагов,

P(n) = (pA(n)pB(n)) – вектор-строка вероятно-
стей состояний системы через n шагов 

P(0) = (pA(0)pB(0)) – вектор-строка началь-
ных вероятностей состояний системы. 

Очевидно, что 

 pA(n) + pB(n) = 1, n = 0,1,… (1.2)

Матрица вероятностей одношаговых пере-
ходов G и строка начальных вероятностей P(0) 
полностью определяют поведение системы. 
Теория марковских цепей такого вида хорошо 
разработана [24, 25]. В частности, вероятности 
состояния системы через n шагов определяется 
соотношением

 ( ) [ [ ( ) ( )(1  0 0 (1 ) ],= + − − −+
n

A A Bp n b ap bp a b
a b

 (1.3)

 ( ) [ [ ( ) ( )(1   0 0 (1 ) ],= + − − −+
n

B B Ap n a bp ap a b
a b

  (1.4)

Из соотношений (1.10) и (1.11) следует, что 
существует стационарное состояние при нео-
граниченном увеличении числа шагов:

 ( )  ∞ = =
+A A
bp p
a b

  (1.5)

 ( )  1∞ = = = −
+B B A
ap p p
a b

 (1.6)

2. Модель наблюдаемого процесса и его 
вероятностные характеристики

Процесс появления чувственных образов 
[10] на входе системы объясняется внешними 
по отношению к системе факторами (внешней 
средой) и в ряде интересных содержательных 
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приложений должен рассматриваться как слу-
чайный.

Пусть система функционирует в соответствии 
со следующей логикой, отвечающей интуитив-
ному представлению о разумности системы.

Будем полагать, что на входе системы дей-
ствует случайный процесс появления образов, 
который моделируется случайным точечным 
процессом. Обозначим непрерывную случай-
ную величину произвольного межточечного ин-
тервала через τ и рассмотрим плотность веро-
ятности экспоненциального распределения [26]

 ( ) ,−=P e λττ λ  (2.1)

где λ – положительная величина, называемая 
интенсивностью появления точек.

Экспоненциальное распределение (2.1) ши-
роко применяется в науке и технике и описы-
вает, в частности, процессы переработки ин-
формации, т.е. интеллектуальную деятельность, 
например, длительность телефонного разговора 
или сеанса в сети Интернет. Таким образом, 
случайное время τ необходимо для выполнения 
некоторой интеллектуальной работы, поэтому 
в дальнейшем будем полагать, что образы на 
входе системы воспринимаются ей на протя-
жении последовательных временных отрезков, 
распределенных по экспоненциальному закону, 
причем эти отрезки располагаются внутри ин-
тервала анализа возникающих образов длитель-
ностью Т.

Если дополнительно потребовать, чтобы 
точки появлялись независимо друг от друга, то 
распределение произвольного числа точек на 
интервале Т является пуассоновским. Рассмо-
трим интервал времени [0, T) и предположим, 
что число точек, появившихся к моменту време-
ни Т равно N(Т). Обозначим через Р[N(Т) = m] 
вероятность того, что это число точек окажется 
равным n. Тогда

 ( ) ( )1 ,
!

− = = 
m TP N T m T e

m
λλ  (2.2)

Таким образом, будем теперь полагать, что 
точечный процесс является пуассоновским слу-
чайным точечным процессом или просто пуас-
соновским точечным процессом, в котором вре-
мена появления точек W1, W2, …, Wi и их число 
N(t) к моменту времени Т являются случайны-
ми величинами. Если теперь в (2.3) λ является 
функцией времени, то она называется функци-
ей интенсивности появления точек, а процесс 
становится неоднородным пуассоновским про-
цессом с распределением 

 ( ) ( ) ( )( )00

1 exp ,
!
  = = −     ∫∫

m TТ
P N T m d d

m
λ τ τ λ τ τ  (2.3)

3. Алгоритм Неймана-Пирсона оптимального 
двоичного обнаружения образа

Применим указанные результаты к простей-
шей задаче двоичного обнаружения сигнала на 
фоне помехи на интервале времени [0, T). По 
поводу природы сигналов и помех сделаем сле-
дующие предположения. Поскольку наблюдае-
мым процессом являются точки на временной 
оси, характеризующие события, то естественно 
и наличие и сигнала, и помехи характеризовать 
соответствующими функциями интенсивностей. 
Таким образом, помеха описывается функци-
ей интенсивности sп = λп(t), а полезный сиг-
нал на фоне помехи функцией интенсивности  
sc = λc(t) + λп(t).

Таким образом, в задаче обучения Эстеса 
стимулы, предполагающие реакцию системы, 
становятся измеримыми и описываются указан-
ными функциями.

Рассмотрим тест двоичного обнаружения 
сигнала. Поскольку рассматривается первона-
чальный этап обучения когнитивной системы, 
то сделаем предположение о том, что система 
принимает решение о наличии или отсутствии 
на входе образа в соответствии с критерием 
Неймана-Пирсона. При этом вероятность лож-
ной тревоги для распределения (2.2) для по-
стоянных функций интенсивностей, очевидно, 
равна
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где µ – порог, с которым сравнивается число 
событий в тесте, а через [µ] обозначено наи-
большее целое число, меньшее µ.

Вероятность правильного обнаружения 
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В соответствии с критерием Неймана-Пир-
сона, как известно, фиксируется вероятность 
ложной тревоги (3.1) и максимизируется веро-
ятность правильного обнаружения (3.2). В свою 
очередь, это означает, что фиксируется порог 
[µ] по заданной вероятности ложной тревоги 
(3.1) и рассчитывается вероятность правильного 
обнаружения по формуле (3.2).

Таким образом определяются все вероятно-
сти, фигурирующие в марковской модели обу-
чения со стохастической матрицей вида (1.1) и 
устанавливается связь между марковской моде-
лью обучения и теорией оптимальных статисти-
ческих решений. 



Educational Resources

Open education  V. 25. № 6. 2021  49

4. Численный анализ поведения системы

С точки зрения поведения обучаемой систе-
мы интерес представляет изменение вероятно-
сти пребывания системы в одном их возмож-
ных состояний в зависимости от числа шагов 
обучения n. Для определенности на рисунках 
1–3 представлены графики для вероятности pA 
пребывания системы в состоянии А. Посколь-
ку рассматривается начальный этап обучения, 
то вероятности pA и pВ выбраны одинаковыми и 
равными 0,5, т.е. в начале обучения нет предпо-
чтения в пользу одного из состояний. 

Для учета выраженной дискретности появле-
ния стимулов интервал наблюдения в расчетах 
выбран равным единице (Т = 1). Таким обра-
зом, среднее число появлений стимула на ин-
тервале наблюдения Тsп или Тsс для выбранных 
значений интенсивностей сигнала и помехи со-
ставляет единицы.

Параметрами являются фиксированная веро-
ятность Рлт ложного обнаружения стимула (или 
вероятность ложной тревоги) и интенсивность 
появления стимула λ с (интенсивность сигнала).

Поведение кривых соответствует интуитив-
ному представлению о процессе обучения. Дей-
ствительно, вероятность пребывания системы в 
состоянии А увеличивается при увеличении ин-
тенсивности сигнала λс. 

Кроме того, кривые на указанных рисунках 
демонстрируют очевидное свойство критерия 
Неймана-Пирсона: при увеличении порога при-
нятия решения, или, что то же самое, при уве-
личении фиксированной вероятности ложной 
тревоги увеличивается и вероятность правиль-
ного обнаружения. Максимально возможные 
вероятности достигаются в соответствии с (3.1) 
и (3.2) при k = 0 и равны 

Рлт max = P(Ha | Hb)max = bmax =  
= P[(N(T) ≥ μ) | H0]max = 1 – exp(–λпT),

Рпо max = P(Hа | Ha)max = 1 – amax =  
= 1 – P[(N(T) ≤ μ | H1]max = 1 – exp[–(λп + λc)T].

Вслед за таким поведением вероятностей пе-
реходов в стохастической матрице (1.1) при уве-
личении числа шагов вероятность пребывания 
системы в состоянии А уменьшается. Рисунки 
1–3 иллюстрируют скорость переходного про-
цесса обучения системы, длительность которого 
для выбранных параметров составляет единицы 
шагов. 

В связи с этим представляет интерес изуче-
ние процесса достижения стационарных состо-
яний. Из соотношений (1.12) и (1.13) следует, 
что в стационарном режиме вероятности пребы-
вания системы в одном из состояний не зависят 
от соответствующих начальных вероятностей и 
определяются только внешними по отношению 

Рис. 1. Зависимость состояния А от числа шагов при 
Рлт = 0,80

Fig. 1. Dependence of state A on the number of steps at 
Pfa (probability of false alarm) = 0,80

Рис. 2. Зависимость состояния А от числа шагов при 
Рлт = 0,58

Fig. 2. Dependence of state A on the number of steps at 
Pfa (probability of false alarm) = 0,58

Рис. 3. Зависимость состояния А от числа шагов при 
Рлт = 0,35

Fig. 3. Dependence of state A on the number of steps at 
Pfa (probability of false alarm) = 0,35

к системе параметрами. Рисунок 4, на котором 
изображено поведение стационарной вероятно-
сти pA(∞) состояния А иллюстрирует указанное 
свойство и подтверждает интуитивное пред-
ставление о том, что стационарная вероятность 
состояния А увеличивается при увеличении ин-
тенсивности появления полезного сигнала при 
прочих равных условиях.
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Заключение

В работе сформулирована математическая мо-
дель марковской обучаемой когнитивной систе-
мы с двумя состояниями и оптимальным алго-
ритмом различения стимулов Неймана-Пирсона. 
Рассчитанные кривые вероятностей пребывания 
системы в каждом из состояний а также соответ-
ствующие вероятности стационарных состояний 
отвечают интуитивному представлению о про-
цессе обучения, поскольку верно иллюстрируют 
поведение системы в зависимости от интенсив-
ностей полезных и мешающих стимулов.

Дальнейшее развитие примененного подхода 
возможно с применением марковских моделей 
обучения с числом состояний больше двух, а 
также рассмотрение неоднородных пуассонов-
ских процессов появления стимулов.
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