
Методическое обеспечение

Открытое образование  2/2014 9

УДК 377.169.3
ВАК 05.13.18
РИНЦ 14.35.07 

С.А. Баркалов, С.И. Моисеев, 
Н.С. Кочерга, Е.В. Соловьева

Математические модели подготовки и 
проверки качества освоения компетенций 
в образовательном процессе
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ванная на оценки латентных переменных, в том числе и в динамике, и предлагаются методики орга-
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MATHEMATICAL MODELS OF TRAINING AND EVALUATION OF COMPETENCE 
QUALITY ACQUISITION IN EDUCATIONAL PROCESS

The work presents an original model of competence-approach education quality evaluation, based on assess-
ment of latent disposal variable, including dynamics. We offer methods for group work arrangement and its 
quality evaluation.   

Keywords: education, competences, mathematical model, group work, latent disposal variables, Rush 
analysis

В связи с внедрением новых об-
разовательных стандартов, одним 
из основных требованиям к обра-
зовательным методикам и техноло-
гиям является компетентностный 
подход [1–4]. Он предполагает не 
усвоение учащимися отдельных 
друг от друга знаний и умений, 
а овладение ими в комплексе.  
В связи с этим по иному определя-
ется структура методов обучения, 
увеличивается роль практических 
занятий – как по объему, так и по 
форме. В образовательный процесс 
внедряются новые формы органи-
зации практических занятий: де-
ловые игры, диспуты, «мозговой 
штурм», решение ситуативных за-
дач и другие. Естественно, что ком-
петентностный подход предполага-
ет иные способы проверки качества 
проводимых занятий. 

На сегодняшний день основной 
технологией проверки качества в 
образовании является тестирова-
ние. Тестирование, как средство 
обучения и контроля знаний, в об-
разовательных процессах исполь-
зуется давно. Однако в последнее 

десятилетие наблюдается явный 
рост популярности тестовых про-
верок при оценке качества знаний, 
что в том числе связано с инфор-
матизацией образовательных тех-
нологий и повсеместной компью-
терной обеспеченностью учебного 
процесса. 

Тестирование, несомненно, 
имеет ряд преимуществ по срав-
нению с классическими формами 
проверки качества знаний. Это, 
прежде всего, возможность автома-
тизировать процесс тестирования с 
помощью ЭВМ, что влечет удобс-
тво использования тестовых мате-
риалов, снижение трудоемкости, 
исключение ошибок при проверке, 
объективность оценивания, широ-
кий спектр тестовых заданий по 
сравнению с классическими узки-
ми экзаменационными вопросами. 
Кроме того, тестирование является 
чуть ли не единственным способом 
проверки знаний при дистанцион-
ном обучении, интерес к которому 
постоянно растет. 

Среди недостатков тестирова-
ния можно отметить следующие: 

1. Трудность формулировки от-
ветов на вопросы по предметам, 
связанным с общими законами раз-
вития природы, общества, для ко-
торых свойственны неоднозначные 
ответы и двоичной логики «да/нет» – 
недостаточно. 

2. Невозможно контролировать 
творческие знания. 

3. Трудность выявления облас-
тей знаний, по которым тестирую- 
щийся испытывает наибольшие 
проблемы, и глубины знаний, что 
довольно легко сделать при беседе 
с помощью наводящих вопросов. 

Авторами предлагаются ори-
гинальные модели организации 
учебного процесса, включающие 
в себя новые методы контроля ка-
чества. Эти модели в той или иной 
степени исправляют описанные 
выше недостатки тестовых прове-
рок. В работе рассмотрена одна из 
разработанных современных мо-
делей проверки качества обучения, 
основанная на оценке латентных 
переменных, излагается новая оце-
ночная модель, устраняющая неко-
торые недостатки классической, и 
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предлагаются методики организа-
ции групповых занятий, позволя-
ющие оценить качество освоения 
компетенций. 

1. Модель освоения качества 
обучения, основанная 
на методе Раша оценки 
латентных переменных

Современной, развевающейся 
и хорошо зарекомендовавшей себя 
методикой тестирования в обра-
зовании является модель, осно-
ванная на Раш-анализе [5–7]. Она 
была предложена датским матема-
тиком Георгом Рашем (G. Rusch) 
в 1960-е гг. для оценки латентных 
показателей, и ее в последнее вре-
мя активно внедряют в методики 
оценки качества образовательного 
процесса. Предпосылками для осу-
ществления этой идеи было то, что, 
во-первых, такой показатель, как 
качество знаний, является латент-
ной переменной [6–7], а во-вторых, 
модели тестирования являются 
вероятностными и удобными для 
Раш-анализа. 

Приведем основные понятия 
предлагаемой модели [6]. В качест-
ве итоговой оценки качества знаний 
служит латентная, или скрытая, пе-
ременная, которая явно не измеря-
ется, но каким-то образом проявля-
ет себя, что можно зафиксировать 
с помощью регистрируемых пере-
менных, которые называются ин-
дикаторными. Единицей измерения 
латентных переменных являются 
логиты, некоторые безразмерные 
величины, которые можно перевес-
ти потом в любую другую шкалу. 
Необходимо подчеркнуть, что шка-
ла измерения латентных перемен-
ных на основе модели Раша явля-
ется линейной и интервальной, что 
позволяет использовать широкий 
класс процедур статистического 
анализа. Кроме того, в интерваль-
ной шкале начало отсчета (точка 
«0») не фиксировано, и с помощью 
линейных преобразований легко 
перевести оценки измерений в ло-
гитах в другие оценки, например, в 
баллы. Чаще всего за нуль логитов 
принимается среднее значение оце-
нок индикаторных переменных. 

Модель Раша опирается на 
четкие и конструктивные понятия 

«трудность задания» и «уровень 
подготовленности». Так, одно за-
дание считается более трудным, 
чем другое, если вероятность пра-
вильного ответа на первое задание 
меньше, чем на второе, независимо 
от того, кто их выполняет. Анало-
гично более подготовленный сту-
дент имеет бóльшую вероятность 
правильно ответить на все задания, 
чем менее подготовленный. Эти 
свойства следуют непосредственно 
из модели.

Пусть в тестировании учувству-
ют n субъектов и тест состоит из m 
вопросов (дидактических единиц). 
В задачах тестирования наиболее 
простой и наглядной является си-
туация, когда ответы на индикатор-
ные переменные (тестовые зада-
ния) варьируются на двух уровнях: 
«правильные» – 1 или «неправиль-
ные» – 0. Согласно модели Раша 
вероятность pij правильного ответа 
i-го тестируемого на j-е задание 
определяется логистической функ-
цией 

 ,
1
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e
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где θi –  уровень знаний i-го студента 
(в логитах);

 βj –  трудность j-го задания (в ло-
гитах). 

Из приведенной формулы следу- 
ет, что при θi = βj, т.е. когда уровень 
знаний студента равен трудности 
задания, вероятность правильного 
ответа pij = 1/(1+1) = 0,5. Если уро-
вень знаний студента значитель-
но превышает трудность задания, 
т.е. θi >> βj, то вероятность пра-
вильного ответа будет стремиться 
к 1, но никогда не будет равна 1. 
Таким образом, эта вероятност-
ная модель допускает, что даже 
отличник может ответить непра-
вильно на очень легкое задание 
(правда, вероятность неправиль-
ного ответа очень мала). С другой 
стороны, если трудность задания 
значительно превосходит уровень 
знания студента, т. е. θi << βj,
то вероятность правильного ответа 
будет стремиться к 0, но никогда не 
будет равна 0. Следовательно, даже 
в такой ситуации модель допускает 
небольшую вероятность правиль-
ного ответа. Это означает, что мо-
дель является достаточно гибкой и 
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позволяет описывать широкий круг 
ситуаций.

Ставится задача на основании 
результатов тестирования оценить 
параметры θi и βj. Она решается 
методом максимального правдопо-
добия (МП-метод) [5].

Исходными данными будет яв-
ляться матрица: 

xij = 









1, если тестируемый i 
правильно ответил на 
задание j; (2)0, если тестируемый i 
неправильно ответил на 
задание j.

Функция правдоподобия, из 
максимизации которой находятся 
искомые параметры (логиты), рав-
на вероятности того, что все теоре-
тические вероятности ответов на 
вопросы в совокупности по веро-
ятности приближаются к эмпири-
ческим вероятностям (1) ответов 
на эти вопросы. То есть параметры 
выбираются так, чтобы было на-
ибольшее статистическое прибли-
жение pij → xij. 

Для решения задачи сущест-
вуют различные математические 
программные продукты, напри-
мер Winsteps, RUMM 2020, Facets, 
Quest, ConQuest, Summary и др.

Отметим еще одно достоинс-
тво представленной модели. Ис-
пользуемая классическая балльная 
система тестирования не является 
линейной относительно сложности 
тестовых заданий. Например, при 
сдаче ЕГЭ для школьника доста-
точно легко поднять свой уровень 
знаний с 50 до 60 баллов, а для под-
нятия на те же 10 единиц, но с 80 
до 90 баллов требуется приложить 
намного больше усилий и усвоить 
больше материала. А шкала логи-
тов является линейной.

Однако у данного подхода су-
ществует и ряд существенных не-
достатков. 

Главным недостатком такого 
подхода является ограниченность 
использования исходных данных. 
Выборка xij должна быть двоичной 
и равной 1 (вероятность включает-
ся в функцию правдоподобия) либо 
0 (не включается). Это ограничение 
не позволяет применять методику 
для заданий, ответ на которые мо-
жет быть дан частично. Однако при 

оценке компетенций предполагает 
возможность неполного выполне-
ния тестовых заданий и множество 
xij должно быть нечетким. В какой-
то мере данная проблема решена 
[6, 8, 9] путем введения политоми-
ческих индикаторных переменных 
xij, которые могут принимать значе-
ния x’ = 0, 1, ..., m, имеющие смысл 
уровня выполнения задания, для 
которых должны быть определены 
τx’i – относительные трудности х’-й 
градации i-го задания. Тогда веро-
ятность выбора i-го испытуемого 
варианта x для j-го задания:

 
i1 i2 ix
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Однако данный подход не поз-
воляет в полной мере использовать 
тесты с непрерывной оценкой ре-
зультата и значительно усложняет 
вычислительную часть задачи. 

Вторым существенным недо-
статком является то, что для прак-
тического использования Раш-
анализа необходимо специальное 
программное обеспечение.

Эти недостатки в полной мере 
исправляет предлагаемая далее мо-
дель.

2. Модель оценки латентных 
переменных, основанная 
на методе наименьших 
квадратов

Предлагается кардинально но-
вый подход в расчете оценок логи-
тов, согласно которому МП-метод 
заменяется методом наименьших 
квадратов (МНК): параметры θi 
и βj модели (1) выбираются так, 
чтобы сумма квадратов откло-
нений эмпирических данных (2) от 
расчетных вероятностей (1) была 
наименьшей. 

Задача сводится к минимизации 
остаточной суммы:
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В случае нормирования логи-
тов и установки начала отсчета на 
средние значения логитов, целевая 
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функция (4) дополняется системой 
ограничений:
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Основное преимущество дан-
ной модели в том, что в качестве 
эмпирических данных в ней вмес-
то (2) можно использовать нечет-
кое множество хij, имеющее смысл 
степени решения i-м студентом j-го 
задания, которая измеряется непре-
рывно от 0 до 1. Данный подход 
позволит использовать модель для 
анализа степени освоения компе-
тенций, которые во многих методи-
ках измеряются по непрерывным и 
дискретно-непрерывным шкалам. 
Кроме того, для практического 
решения задачи не нужны специ-
альные программы. Предлагаемая 
модель, основанная на МНК, пред-
ставляет собой классическую зада-
чу нелинейного программирования 
с целевой функцией (4) и ограни-
чениями (5), численное решение 
которой возможно с помощью мно-
жества прикладных программ [10]. 

Рассмотрим методику решения за-
дачи в MS Excel на примере. 

Пример. Пусть 9 студентов 
проходили тестирование по 15 тес-
товым вопросам. Для сравнения с 
классическим Раш-анализом дан-
ные представляют собой четкое 
множество (ноль или единица), 
однако ничего не мешает в качест-
ве данных использовать и дробные 
значения. Результаты тестирования 
отражены в табл. 1.

Рассмотрим методику нахожде-
ния МНК оценок θi и βj на ЭВМ в 
MS Excel. Исходные данные вно-
сим в электронную таблицу в ячей-
ки B3-P11, ячейки А3-А11 выделя-
ем под переменные θ, В1-Р1 – под 
переменные β, в эти ячейки в пер-
вом приближении вносим произ-
вольные числа, например единицы. 
Квадраты отклонений суммы (4) 
определяем в ячейки В13-Р21. Для 
этого в В13 вносим формулу = (B3 –
– EXP($A3 – B$2) / (1 + EXP($A3 – 
– B$2)))^2 и с помощью автозапол-
нения распространяем ее на ячейки 
В13-Р21. Целевая функция (4) за-
носится в ячейку В23 в виде фор-
мулы = СУММ(B13 : P21). Полу-

Таблица 1

Тестируемый
  Тестовое задание 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0
2 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0
3 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0
4 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 1
5 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
6 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0
7 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1
8 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0
9 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1

Рис. 1. Данные для решения задачи МНК в Excel
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чается таблица исходных данных, 
изображенная на рис. 1.

Затем вызывается надстрой-
ка Excel Поиск решения (Solver 
Add – in) с адресацией на целевую 
функцию В23 и условием миними-
зации. При необходимости можно 
добавить ограничения (5). После 
выполнения расчетов в ячейках B3-
P11 и А3-А11 отображаются оцен-
ки параметров θi и βj, по которым 
можно рассчитать вероятности вы-
полнения студентами заданий (1). 

Данную задачу можно ре-
шить и с использованием 
других пакетов прикладных 
математических программ, на-
пример MathCad, Mathematica, 
MathLab, Maple и др. 

Оценки параметров θi и βj, полу-
ченные МП-методом (начало отсче- 
та – среднее значение) и МНК (нача-
ло отсчета – 0, разные начала отсчета 
выбраны для лучшей визуализации 
результатов), для приведенных дан-
ных приведены в табл. 2 и на рис. 2.

Видно, что оценки хорошо 
коррелируют друг с другом. Коэф-
фициент корреляции Пирсона [7] 
между оценками θ и β, полученны-
ми МП-методом и методом МНК, 
для приведенных данных состав-
ляет 0,97 и 0,96. Авторами были 
проведены расчеты для большого 
числа различных матриц xij различ-
ного размера и везде получена вы-
сокая корреляция. Однако можно 
наблюдать и расхождения оценок 

Таблица 2.

Оценки θ
МНК 0,20 1,58 0,84 1,74 0,43 1,25 1,83 1,26 0,99
МП метод –0,71 0,42 –0,13 0,42 –0,71 0,14 0,71 0,14 –0,13

Оценки β
МНК 0,85 0,28 0,93 0,86 0,00 0,33 0,28 1,43 1,87 2,02 1,31 2,70 1,34 1,42 1,42
МП метод –0,13 –0,67 –0,25 –0,15 –1,32 –0,65 –0,68 0,17 0,71 0,7 0,26 1,19 0,28 0,2 0,34

Рис. 2. Оценки параметров, полученные МП-методом и МНК
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параметров разными методами. 
Так, видно, что МП-метод дает бо-
лее высокую сложность задания  
№ 4 по сравнению с № 3, а также 
15-го задания по сравнению с 14-м, 
в то же время оценки по МНК про-
тивоположные. Какой метод дает 
более объективные оценки – воп-
рос пока открытый. 

Следует отметить, что авторами 
была предпринята попытка решить 
данную задачу методом абсолют-
ных отклонений, когда целевая 
функция принимала вид:

1 1

1 1

( , )

min,
1

i j

i j

m n

i j ij ij
i j

m n

ij
i j

S x p

ex
e

θ β

θ β

θ β
= =

−

−
= =

= − =

= − →
+

∑∑

∑∑  

однако данная модель при числен-
ном решении показала плохую схо-
димость, и ее использование кажет-
ся нецелесообразным. 

Предлагаемая методика обра-
ботки тестовых заданий позволяет 
использовать методику непрерыв-
ного контроля качества обучения, 
описанную ниже.

3. Динамическая модель 
контроля качества

Рассмотрим ситуацию, что при 
проведении обучения постоянно 
проводится контроль качества ус-
воения знаний по дидактическим 
единицам курса. При каждой тес-
товой проверке формируется мат-
рица (2), позволяющая произво-
дить контроль качества на данном 
этапе. Однако часто нужно иметь 
некоторый интегральный показа-
тель степени подготовленности 
учащихся по всем дидактическим 
единицам и уровня сложности ди-
дактических единиц, который бы 
учитывал результаты всех тестов 
в совокупности. Такие показатели 
в обучении принято называть рей-
тингом учащихся по дисциплине. 
Методика обработки результатов 
тестирования, описанная в преды-
дущем разделе, позволяет решать 
подобные задачи. Простейшей (но 
не единственной) моделью оценки 
качества обучения в этом случае 
является формирование единой 
матрицы результатов тестирования, 
построенной с применением весо-
вых коэффициентов.

Пусть обучение проводится в r 
этапов, и на каждом предусмотрено 
промежуточное тестирование, на 
k-м этапе тестирования получена 
матрица результатов (2) вида ( )k

ijx . 
Важность данного этапа определя-
ется весовым коэффициентом W(k). 
Тогда итоговую матрицу с обоб-
щенными результатами тестирова-
ния можно построить по формуле

( ) ( )

1

r
k k

ij ij
k

x x W
=

= ⋅∑ .

Данная матрица будет содер-
жать произвольные значения от 0 
до 1, и ее можно обработать мето-
дикой, описанной в предыдущем 
разделе. 

4. Организация и оценка 
качества групповых занятий

В основе одной из методик кон-
троля освоения компетенций лежат 
групповых задание, когда учащие-
ся создают группы, которые выпол-
няют некоторые общие комплекс-
ные задачи.

Как правило, групповое задание 
содержит несколько работ, каждую 
из которых может выполнить как 
один, так и несколько учащихся. 
Авторами предлагаются три ме-
тодики организации выполнения 
групповых заданий, в основе кото-
рых лежат рассмотренные модели 
оценки латентных переменных.

1) Формирование рабочих кол-
лективов – когда группа учащихся 
разбивается на подгруппы с раз-
личной степенью ответственности 
и внутри каждой подгруппы опре-
деляются роли участников.

2) Случай индивидуального вы-
полнения группового задания – когда 
каждому участнику поручается толь-
ко одна работа и каждую работу мо-
жет выполнить только один участник.

3) Случай совместного выпол-
нения работ группового задания – 
когда одну работу могут делать сра-
зу несколько учеников и один уче-
ник может участвовать в несколь-
ких работах. 

4.1. Случай формирования рабочих 
коллективов

Пусть число работ в задании m, 
а число учеников в группе n. 

На первом этапе выполняется 
опрос или тестирование, позво-

ляющее предварительно оценить, 
может ли каждый участник выпол-
нить каждое задание. В простей-
шем случае это может быть опрос, 
где каждый ученик ставит отметку 
о том, может ли он или не может 
уверенно выполнить каждую ра-
боту. В другом варианте это может 
быть тест из заданий, определяю-
щий способности учеников выпол-
нять работы.

В результате получаем матри-
цу (2), построенные по ней Раш-
оценки уже можно использовать 
для выявления сильных и слабых 
учеников и сложных и легких зада-
ний. Вероятности (1) показывают 
оценки возможностей учащихся 
выполнять конкретные работы, но 
не всего задания в целом, кроме 
этого, нет оценки такого итогового 
показателя, как вероятность выпол-
нения задания всей группой. 

Далее предлагаются ориги-
нальные продолжения методики 
оценивания, устраняющие эти 
недостатки. В основе первой мо-
дели, позволяющей разделить 
группу участников на подгруппы 
с разной ответственностью и роля-
ми, лежит модель, основанная на 
теории парных матричных игр 
[11–14]. 

Согласно моделе группа тести-
руемых играет роль игрока А, вы-
игрыш которого максимизируется. 
В качестве платежной матрицы 
игры выступает матрица вероят-
ностей pij (1). Одним из общих 
методов решения игровых задач 
является приведение модели к за-
даче линейного программирования 
[14–17]. Вводим некоторые пере-
менные xi, i = 1, 2, …, n, для кото-
рых составляется целевая функция 
и ограничения вида:
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Из решения (6) находим опти-
мальные значения переменных xi

*, 
на основании которых определяем 

цену игры: 
*

1

1
n

i
i
x

ν

=

=

∑
 и вероятности

стратегий в смешанной: Pi = vxi
*.
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Данные вероятности можно ин-
терпретировать как оптимальные 
доли участия учеников в общем за-
дании, или, по-другому, как степень 
доверия ученику, его надежность. 
Однако следует заметить, что, если 
игровые стратегии не активные и 
их вероятности равны нулю, это не 
означает, что ученику нельзя дове-
рять совсем, просто в оптимальной 
стратегии ему стоит доверять на-
именее ответственные роли. Цена 
игры ν имеет смысл при вероятнос-
ти всей группе выполнить все зада-
ние целиком. 

Еще одно преимущество дан-
ного подхода заключается в сле-
дующем. Согласно теореме об 
активных стратегиях теории мат-
ричных игр [11, 14], если один из 
игроков придерживается своей 
оптимальной смешанной стра-
тегии, то выигрыш остается 
неизменным и равным цене игры 
ν, если второй игрок не выходит 
за пределы своих активных стра-
тегий. Перекладывая смысл тео-
ремы на представленную модель, 
можно сделать вывод, что полу-
ченные результаты и вероятность 
выполнить все задание не будут 
зависеть от того, какие работы 
будут содержаться в задании, что 
позволяет использовать получен-
ные оценки априори, еще не зная, 
какие работы войдут в групповое 
задание. 

Следует отметить, что данный 
подход позволяет разбить груп-
пу учащихся на подгруппы. Из 
решения игровой задачи выделя-
ется первая, самая ответственная 
группа, которой соответствуют 
активные стратегии игровой зада-
чи, вероятности Pi которых отлич-
ны от нуля. Затем из оставшихся 
учеников вновь составляется за-
дача теории игр, решение которой 
позволяет выделить очередную 
активную группу, но уже с мень-
шей ответственностью, и т.д. При 
большом количестве участников 
это позволяет создать иерархию 
малых групп, среди которых про-
изводится распределение ролей с 
разной ответственностью – руко-
водители, контролеры, исполни-
тели, помощники и т.д., т. е. мо-
делируется коллектив реальной 
организации. 

4.2. Случай индивидуального 
выполнения работ группового 
задания

Рассмотрим случай, когда 
имеется n учеников (исполните-
лей), которым нужно выполнить 
n работ. При этом на одну рабо-
ту назначается один исполнитель 
и один ученик может выполнять 
только одну работу. Нужно так 
распределить учеников по рабо-
там, чтобы суммарная вероят-
ность выполнения всего задания 
была максимальна. 

Из постановки задачи очевидно, 
что имеем типичную задачу о на-
значениях [16–18]. На первом эта-
пе получают Раш-оценки так же, 
как и в предыдущем разделе. В ка-
честве матрицы выигрышей с мак-
симальной стоимостью будем ис-
пользовать матрицу вероятностей 
(1) (но она должна быть квадрат-
ной). Задачу аналитически обычно 
решают Венгерским методом [18], 
однако, как и в предыдущем пун-
кте, приведем ее общее решение 
путем сведения к задаче линейного 
программирования.

Обозначим за yij матрицу назна-
чений, которая определяется как: 

yij = 







1, если i-й ученик будет 
выполнять задание j;
0, если i-й ученик не будет 
выполнять задание j.

Тогда математическая модель 
задачи будет иметь вид:
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Решение поставленной задачи 
будет давать оптимальное распре-
деление учеников по работам груп-
пового задания. Оценку вероятнос-
ти выполнения всего группового 
задания в этом случае также можно 
получить, но она будет зависеть от 
структуры задания. Известны веро-
ятности выполнения каждой рабо-
ты задания. Это значения матрицы 

вероятностей (1), соответствующие 
единицам матрицы назначений yij. 
На основании них вычисляется 
итоговая вероятность. Например, 
если срыв хотя бы одной работы 
ведет к невыполнению всего зада-
ния, то итоговая вероятность равна 
единица минус произведение ве-
роятностей невыполнения работ.  
В простейшем случае можно в ка-
честве оценки использовать сред-
нее значение из вероятностей вы-
полнения всех работ.

4.3. Случай совместного 
выполнения работ группового 
задания

Рассмотрим теперь общую си-
туацию, когда каждый участник 
может выполнять каждую из ра-
бот (в той или иной доле) и каж-
дую работу делают все участники 
(также в определенной доле). Эти 
доли можно рассчитать, используя 
подход решения транспортной 
задачи [14–17], но с максимизаци-
ей результата. Матрица yij вводится 
аналогично задаче о назначениях, 
но она не будет дискретной и ее 
значения будут иметь смысл доли 
участника i в работе с номером j. 
За исходные данные вновь берем 
матрицу вероятностей (1). Матема-
тическая модель задачи для числа 
участников, равного числу работ, 
будет:
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Как видно, модель (8) отлича-
ется от (7) отсутствием условия 
целочисленности переменных. Ре-
шение задачи в Excel аналогично 
решению задачи о назначениях, но 
в ограничениях на рис. 4 будет от-
сутствовать третье условие. Опти-
мальное значение целевой функции 
имеет смысл при сумме вероятнос-
тей выполнения работ для всех уче-
ников. Разделив ее на число испол-
нителей, получим оценку средней 
вероятности выполнения задания. 

Следует отметить, что число 
учеников и работ в данной моде-
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ли не обязательно должны быть 
равными. В таком случае модель 
будет основываться на открытой 
транспортной задаче [16] и в ос-
новных ограничениях модели (8) 
равенства будут изменены на нера-
венства. 

В заключение следует отме-
тить, что предлагаемые модели 
можно применять не только в об-
разовательном процессе. Методика 
оценки латентных переменных мо-
жет быть использована для оценок 
многих показателей в экономике, 

социальной сфере, строительстве 
и других отраслях, а методы орга-
низации групповых занятий могут 
быть использованы для организа-
ции более эффективной работы в 
трудовых коллективах различного 
профиля.
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